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具反雙曲正弦函數特性之不完美除錯 

軟體可靠度成長模型 

作者：湯維豪 

國立台東大學資訊管理學系 

摘要 

軟體是現代生活中不可或缺的工具，隨著資訊科技的突飛猛進，

軟體廣泛的存在於我們的生活周遭，無論是電腦或行動裝置中的軟體，

都在生活中扮演著重要的角色；若軟體發生故障，可能造成重大的損

失以及帶來不便，因此，軟體的可靠度特別受到重視，為保證軟體的

運行正常，已有許多學者提出了各種不同的軟體可靠度成長模型，這

些模型被用來預測軟體測試過程中所產生的失效行為，希望藉此提高

軟體的可靠度。 

而本研究以非齊次卜瓦松過程為基礎，建立一個考慮不完美除錯

與學習效果，並具備反雙曲正弦函數特性的軟體可靠度成長模型；藉

由七組實際失效數據進行測試，並利用五項模型評估指標將測試結果

與十組現有的軟體可靠度成長模型進行比較，結果證實本研究所提之

模型具有良好的預測能力，並且於絕大多數情況下，本研究所提之模

型的預測能力優於大部分現有模型。 

關鍵字：不完美除錯、非齊次卜瓦松過程、軟體可靠度成長模型、反雙曲正弦

函數 
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Imperfect Debugging Software Reliability Growth Model 

with Inverse Hyperbolic Sine Function 

Wei-Hao Tang 

Abstract 

Software is an indispensable tool in modern life. With the rapid 

development of information technology, software widely exists around 

our lives. Whether software in computers or applications in mobile 

devices, they play an important role in life; if software failures may cause 

significant losses and inconveniences. Therefore, the reliability of the 

software is particularly valued. To ensure the status of software is normal, 

many scholars had proposed a variety of different software reliability 

growth models. These models had been used to predict the failure 

behaviors that were found during software testing, hoping to improve the 

reliability of the software. 

Based on the non-homogeneous Poisson process, this study 

established a software reliability growth model that considered imperfect 

debugging and learning effects, and has the characteristics of inverse 

hyperbolic sine function; By running seven sets of actual failure data for 

testing, the five model evaluation indicators were used to compare the test 

results with the ten existing software reliability growth models. The 

results confirmed that the model mentioned in this study has the good 

predictive ability, and in most cases, the predictive ability this study 

mentioned of the model is better than the existing models. 

Keywords: Imperfect Debugging; Non-Homogeneous Poisson Process; 

Software Reliability Growth Models; Inverse Hyperbolic Sine Function 
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第一章 緒論 

第一節 研究背景與動機 

一、研究背景 

隨著資訊技術的日新月異，各式各樣的軟體大量出現在我們的生活周遭，

軟體的有效運用可以使人們過上更便利的生活，無論是電腦上的應用程式，

亦或是手機中的 APP，這些軟體都已成為我們日常生活中不可或缺的重要

工具；因此，軟體可靠度(Software Reliability)格外受到重視，為確保軟體的

運作能夠正常，過去有許學者提出了各種不同的軟體可靠度成長模型

(Software Reliability Growth Models, SRGMs)，這些模型用來預測軟體在測試

過程中所產生的失效行為，希望藉由分析軟體的故障發生來提升軟體的品質。 

二、研究動機 

由於開發一套完全不會發生錯誤的軟體是相當困難的，一旦軟體發生無

預期的故障，將會造成使用者及軟體開發商的損失，因此精確的預測錯誤發

生是重要的；故本研究將藉由蒐集並研讀文獻，嘗試納入數學函數概念，期

望建立一個比現有模型更加精確的軟體可靠度成長模型，並可供於軟體可靠

度評估之參考依據。 

第二節 研究目的與範圍 

一、 研究目的 

本研究主要期望藉由建構預測能力更為準確的軟體可靠度成長模型，有

效預測錯誤的發生，藉此提高軟體的可靠度；並期望本研究所提的想法及概

念對於未來的其他研究有所幫助。 

二、 研究範圍 

本研究主要探討在不完美除錯(Imperfect Debugging)情況下，以非齊次

卜瓦松過程(Non-Homogeneous Poisson Process, NHPP)為基礎建立的軟體可

靠度成長模型，參考各種不同具有趨勢的數學函數進行發想，建構一個新形
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態的軟體可靠度成長模型，期望透過數學函數的運用，提升模型的配適度，

準確預測錯誤的發生，以此提高軟體的可靠度。 

第三節 研究方法與流程 

一、研究方法 

本研究經過文獻的探討，提出以非齊次卜瓦松過程為基礎，結合函數特

性於故障內容函數中，以描寫不完美除錯的過程，並考慮在錯誤偵測具有學

習效果的軟體可靠度成長模型。於模型建構完成後，利用七組實際故障資料

集，以最小平方估計法（Least Squares Estimation, LSE）求取模型的參數，

並繪製出配適度曲線圖，以五個模型評估標準來與過去學者所提出的模型進

行比較，藉此判斷本研究所提出的新模型是否比現有模型擁有更好的預測能

力。 

二、研究流程 

本研究之流程首先確立研究問題、動機及目的，然後訂定研究範圍及初

步的解決概念，接著開始回顧相關文獻，並記錄想法，然後利用文獻回顧的

過程於文獻中蒐集公開的真實失效數據集；在經過充分的閱讀整理以及理解

基礎知識之後，本研究採用 NHPP 為基礎，並嘗試導入數學函數用以優化模

型，若函數趨勢不符合或是運算困難，則重新尋找；找到合適的函數之後，

調整其值域並加入故障內容函數中以建立模型，然後利用微分方程賦予模型

學習效果；模型建構完畢之後，進行參數估計，若配適度不佳或是出現不合

理的數值時，則針對參數進行適度地微調；參數調整完畢後，進行模型的整

體評估，並與以往學者所提模型進行比較，若所提模型的表現普遍較現有模

型拙劣，則將其捨棄，然後重新尋找函數用以重新建構模型；獲得良好的模

型之後，本研究將彙整結果並針對未來研究方向提出建議。本研究流程圖如

圖 1 所示。 
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圖 1 研究流程圖  
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第二章 文獻探討 

 本研究藉由回顧相關文獻，汲取以往學者的經驗和研究貢獻，經過彙整與發

想，並建構一個新的軟體可靠度成長模型，期望能夠更有效且準確的預估錯誤的

發生與時間之間的關係，以利於輔助決策之參考。 

第一節 可靠度 

一、可靠度基本描述 

可靠度(Reliability)之定義為：「物品於既定的時間內，在特定的使用(環境)條

件下，執行特定性能或功能，圓滿成功達成任務的機率」。其中重要組成要素包

含「功能」、「條件」、「時間」和「能力或機率」(彭鴻霖，2000)： 

1. 功能： 功能(Function)又稱為性能或機能，是物品研發與生產最重要的目

的。而物品失去功能的狀態又稱為失效(Failure)，至於物品的功能是否正

常則需視物品的設計而定。 

2. 條件： 條件包含環境條件、工作條件以及維修(Maintenance)條件。環境

條件是指溫度、濕度、振動、電磁干擾…等，實際狀態下的環境；工作

條件是指物品在運行時的控制條件和動力條件；而環境條件和工作條件

的訂定需要根據物品運作的生命週期(Life Cycle)來決定，經過環境輪廓

分析訂定其運作所需的標準和細部項目。維護條件則包括定期保養、預

防性維護、改正維護、檢測等預防及維護措施所訂定的各類條件。 

3. 時間： 時間是可靠度的四個要素中最重要的，其不單只指花費的時間，

它也能包括操作次數、距離、反覆次數等概念。時間的定義需要經由物

品的生命週期來決定；實際上，物品依據執行任務功能的初始條件又可

分為工作時間(Duty Time)和年紀(Age)兩項；工作時間是指物品實際運行

的時間，而年紀則是指物品在時間方面的起始條件。 

4. 能力或機率：機率(Probability)或能力(Ability)是可靠度的總體評估標準。

能力是指物品執行任務所需的功能，其定義較為質化且廣義；而機率則

是針對此能力的量化標準。 
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二、可靠度相關文獻 

針對汽車機電系統設計一套可靠度評估標準，並利用國內某機構設計的馬達

驅動控制器系統為例，評估其是否符合 ISO 26262 功能安全需求(Functional Safety 

Requirement)(王育浚，2017)。 

由地震危害度分析著手，以條件均值譜（Conditional Mean Spectrum）作為輸

入，考慮近斷層地震對結構物的危害，考究在特定的劣化程度與地動強度下橋梁

的結構易損性曲線，並提供一套方法來評估在橋梁生命週期內的安全性及可靠度

(王若君，2018)。 

以網路可靠度(Network Reliability)做為物流績效指標用以評估時窗、時間限

制下之多階狀態多產品物流網路。針對各供應商所提供之特定情境提出演算法，

求取滿足區域需求及時間限制之網路可靠度，並透過實際案例測試所提之演算法。

為更接近真實狀況，考慮各供應商所提供多樣化產品的狀況，並發展新網路可靠

度演算法加以計算。透過此績效指標了解多階狀態多產品物流網路之能力，並進

行更進一步的決策與分析(莊滿如，2018)。 

提出一套以可靠度為基礎的方法，用以分析橋梁的耐洪能力，並用此方法實

際分析大甲溪東勢大橋的耐洪能力(賈奕騰，2014)。 

以電阻式記憶體中的故障行為進行區分，利用致命細胞取代技術及修正餘度

(Correction Slack)的概念提出一套技術，並對一個 64MB 的電阻式記憶體進行修

復率、良率、可靠度與硬體成本分析，證實此技術相較於記憶體配置修正能力為

3 的 BCH 碼，修復率最高可提升約 86%，當原始良率為 0.85 時，最低的有效良

率能維持在 99.7%，可靠度於 310,000 小時仍可保持在 97%以上，並且硬體成本

增加不到 0.3%(謝協成，2020)。 

 由上述文獻可知，可靠度在各個領域內都佔有重要的地位，各方學者也根據

不同領域的需求，提出了許多關於可靠度的相關研究。而本研究則針對軟體可靠

度方面進行鑽研，期望對於研究領域有所貢獻。 

  

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=epbpRO/search?q=auc=%22%E7%8E%8B%E8%8B%A5%E5%90%9B%22.&searchmode=basic
https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=epbpRO/search?q=auc=%22%E8%8E%8A%E6%BB%BF%E5%A6%82%22.&searchmode=basic
https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=jJN4km/search?q=auc=%22%E8%B3%88%E5%A5%95%E9%A8%B0%22.&searchmode=basic
https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=d1y51L/search?q=auc=%22%E8%AC%9D%E5%8D%94%E6%88%90%22.&searchmode=basic
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第二節 失效 

與可靠度息息相關的就是失效情形的發生，失效是指物品於實際運用時發生

失敗造成錯誤，進而導致物品不能夠於特定時間、環境等條件下完成任務(林哲

宇，2019)；當失效頻頻發生，將會大幅影響物品的可靠度。 

一、硬體失效 

硬體失效(Hardware Failure)的定義為產品、產品的配件或產品的結構發生任

何形狀、尺度或材料性質的改變，致使產品無法順利完成其指定功能的情況(彭

鴻霖，2000)。依據硬體失效的持續時間，可將其分為暫時性失效與永久性失效兩

種(Teng et al., 2006； 謝濱壕，2019)： 

1. 暫時性失效：是一種暫時性的硬體功能失效狀態，它是由外在環境的

干擾所造成的，通常可藉由重新操作而恢復功能。 

2. 永久性失效：是一種無法藉由簡易的重新操作而恢復功能的失效狀態，

它是由硬體退化與失效所造成的，通常只能藉由更換零件來恢復功能。

當硬體零件因退化而停止正常運作之後，該零件將被視為永久性失效。

而永久性硬體失效依據影響範圍又可分為總體硬體失效與局部硬體失

效兩種： 

i. 總體硬體失效：整個硬體全面停止運作。 

ii. 局部硬體失效：部分硬體零件停止運作。 

二、軟體失效 

軟體失效(Software Failure)是指「產品執行所需功能的能力終止或無法在先

前指定的範圍內執行功能」；又或者是「系統或系統組件發生在指定範圍內未執

行所需功能的事件」。 

軟體故障(Software Fault)可能會產生軟體失效(ISO/IEC/IEEE 24765, 2010)。 

而軟體失效可分為硬失效(Hard Failure)與軟失效(Soft Failure)兩種(ISO/IEC/ 

IEEE 24765, 2010)： 
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1. 硬失效：導致系統完全關閉的失效。 

2. 軟失效：允許系統保有部分操作功能持續運作的失效。 

三、硬體失效及軟體失效相關文獻 

分析用於數位微電子裝置的銅鋁合金材料於不同測試環境下的可靠度及失

效情況，以確認安裝在汽車或航空硬體設備上的電子元件系統具備較高的可靠度

(劉建邦，2019)。 

運用非齊次卜瓦松過程，並考慮多種失效情境及不完美除錯的情況，建構軟

體可靠度成長模型與成本分析函數，在考量軟體檢測成本及可接受之軟體可靠度

標準之下，求取最佳軟體上市時間，並進一步對此實例之成本函數進行敏感度分

析(林邑築，2018)。 

透過文獻回顧與彙整，提出一些建議以增加可靠度預測模型的可用性，此些

建議或許有助於開發人員減少失效率，並增強軟件可靠度 (Sahu & 

Srivastava, 2020)。 

提出了一種非參數方法來進行元件的生存分析，藉由失效數據可計算出軟體

的失效率和可靠度，其中失效率隨時間增加，而可靠度隨時間減少(Chopra, 

Nautiyal, Malik, Ram & Sharma, 2020)。 

失效當然是我們不樂見的事情，失效不但會造成財物的損失，嚴重甚至導致

人員傷亡，如：汽車剎車失靈導致事故又或是導行失靈導致用路人墜谷…等；造

成失效的可能原因有很多，因此，進行失效相關的研究有助於我們了解及避免失

效的發生，本研究就針對軟體方面的失效進行鑽研，期望藉由研發軟體可靠度模

型，提前預知失效的發生，以利於降低風險。 

第三節 硬體可靠度與軟體可靠度 

另外，在電子資訊相關領域之中可靠度主要可分為軟體可靠度與硬體可靠度

(Hardware Reliability)。相較於軟體可靠度，硬體可靠度的發展較早，因此具備較

成熟的評估技術，其主要著重於解析失效數據。而軟體可靠度發展相對較晚，其

主要著重於模型的建構與參數的解釋(李嘉華，2014)。 
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一、硬體可靠度 

硬體可靠度是指在特定的條件下，硬體於規定時間內運作，並且沒有發生故

障的機率。硬體可靠模型是定量的且與時間有關。而可靠度理論中，浴缸曲線

(Bathtub Curve)較適合描述硬體的生命週期，如圖 2 所示；基本上浴缸曲線可分

成三個時間區段，關於浴缸曲線的描述如下(Poong, 2009)： 

1. 早期失效時間區段(Early Failure Period Region)：在早期失效時間區段之

中，失效主要發生在設計、製造、處理及安裝過程中，其失效發生的主

要原因歸咎於本身材料的缺陷。隨著時間推進，此區段的失效率將隨之

降低。早期失效的時間區段可以是幾個星期到幾個月。 

2. 隨機失效時間區段(Random Failure Period Region)：在隨機失效時間區段

之中，失效主要發生的原因歸咎於不穩定的環境和意外事故。此區段的

失效率是相對恆定的，且其占硬體的整個生命週期中的大部分時間。 

3. 磨損時間區段(Wear-out Period Region)：在磨損的時間區段之中，失效主

要發生的原因歸咎於材料的老化或其他機制。 

 

    圖 2 硬體失效率與時間之關係 

資料來源：(Poong, 2009) 
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二、軟體可靠度 

相較於硬體可靠度，軟體可靠度的發展比較晚，其基礎概念大多由硬體可靠

度發展而來，因此，軟體可靠度的定義與硬體可靠度相似，即是指在特定的條件

下，軟體於規定時間內成功運行，並且沒有發生故障的機率 (Lyu, 1996； 江文

馨，2013)。 

不過軟體可靠度與硬體可靠度也有不同之處，其不同之處便在於硬體隨著使

用時間增加，在磨損時間區段，失效的情況將會增加；其主要原因是因為硬體設

備會隨著使用時間而老化、磨損，最終造成可靠度下降；而軟體並不會老化、磨

損，軟體的失效原因大多由程式碼的錯誤所產生，如邏輯錯誤、資料錯誤等等因

素而產生。雖然軟體可藉由更新取得更多更好的性能，但隨著軟體的複雜度上升，

發生失效的機率也將因此而提升(林哲宇，2019)。軟體失效率與時間的關係如圖

3 所示。 

 

 

圖 3 軟體失效率與時間之關係 

資料來源：(Kapur, Pham, Gupta & Jha, 2011b) 

  



10 
 

三、硬體可靠度及軟體可靠度相關文獻 

提出整合錯誤修正碼和硬體修復用以提升嵌入式記憶體的良率及可靠

度(ECC-enhanced BISR, EBISR)的技術，該技術能夠在系統運作時保持原本

錯誤修正碼的可靠度(蔡政儒，2015)。 

以影像處理電路為例，配合影像處理及其他電路設計與測試的觀念提出

一套可以提升影像處理電路良率及可靠度的硬體設計架構(顧家齊，2013)。 

蒐集 1986 年至 2018 年之間關於軟體可靠度領域相關的文章，選取了其

中 54 篇文章，依據解決方案進行分類，並進行分析和比較，用以預測不斷

發展的系統可靠性(Alhazzaa & Andrews, 2019)。 

針對 SonarQube 軟體系統進行一系列涉及不同領域和技術的實驗，以驗

證對於在 SonarQube 中已知可靠度參數的感知影響(Perceived Influence)，透

過這些實驗以及數據分析，確定了影響軟體可靠度的一系列影響因素(Joshi, 

Deshpande & Punnekkat, 2019)。 

以物理失效模式(Physics of Failure, PoF)為基礎設計一套電腦系統，用以

模擬產品建模、負載應力分析與可靠度分析，再利用一個實際案例進行研究。

結果證明，此系統可以有效提高可靠度，且確保精度，具備高計算效率的分

析(Sun et al., 2020)。 

 藉由觀察文獻可以發現，在初期測試階段，軟體可靠度與硬體可靠度的失效

趨勢相近，隨著軟體的測試及修正亦或是硬體的預燒(Burn in)，失效率逐漸的下

降；而在中期階段，也就是軟體與硬體的主要使用階段，雖然失效率同樣的普遍

低於初期測試階段，屬於較穩定的階段；但兩者相比較起來，軟體雖然能夠藉由

更新或升級取得擴充的功能，但失效率的穩定度則產生變動，因此，相較於硬體

可靠度，軟體的更新或升級將導致軟體可靠度的穩定性下降；而到了後期階段，

硬體逐漸因為磨損以及老化而導致可靠度下降，最終硬體也將面臨報廢或汰換的

命運；而軟體不會老化或磨損，因此相較於硬體可靠度，軟體可靠度在後期階段

不會有太大變化，但軟體會因為各種原因而漸漸過時，隨著各類軟體的推陳出新，

老舊的軟體被使用的頻率也漸漸下降，當軟體帶來的效益不足以維持自身升級與

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=mbWxyh/search?q=auc=%22%E8%94%A1%E6%94%BF%E5%84%92%22.&searchmode=basic
https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=mbWxyh/search?q=auc=%22%E9%A1%A7%E5%AE%B6%E9%BD%8A%22.&searchmode=basic
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維護所需的成本時，該軟體將停止營運或不再更新，並漸漸的被人們遺忘。 

無論是硬體可靠度亦或是軟體可靠度，在電子資訊相關領域中都佔有非常重

要地位，國內外也有許多學者提出各種不同的論文及觀點，而本研究則側重於觀

察與分析軟體可靠度方面的問題。 

第四節 軟體可靠度成長模型 

一、軟體可靠度模型基本描述 

軟體可靠度模型(Software Reliability Model)可分為缺陷密度（Defect Density）

模型及軟體可靠度成長模型兩種，描述如下(Wood, 1996； 李嘉華，2014； 謝濱

壕，2019)： 

1. 缺陷密度模型：是一種藉由分析軟體程式碼的行數、程式特性、輸入資

料以及輸出資料等設計參數來預測軟體中的錯誤數目，用以分析評估軟

體的可靠度。 

2. 軟體可靠度成長模型：是一種藉由實際失效數據做為測試資料結合某些

具備特定趨勢的函數來預測軟體運行時的失效情形，從而評估軟體的可

靠度。 

Pham 則把失效發生與錯誤移除等因素以時間機率區分成七種，分別為：植

錯型（Error Seeding）、失效率（Failure Rate）、曲線符合（Curve Fitting）、可靠度

成長（Reliability Growth）、馬可夫架構（Markov Structure）、時間序列（Time-series）、

非齊次卜瓦松過程(Pham, 2006； 李嘉華，2014； 王亭雅，2015)。 

二、軟體可靠度模型相關文獻 

提出一個失效數有限的 NHPP 軟體可靠度成長模型，並利用三組實際失效數

據集與四項模型評估標準進行驗證，證明所提出的模型比現有的有限失效類別模

型表現更佳(Hanagal & Bhalerao, 2019)。 

提出一種選擇軟體可靠度成長模型的方法，此方法使用修正的布穀鳥搜索優

化法 (Cuckoo Search Optimization)以及人工蜂群演算法 (Artificial Bee Colony 

Algorithm)來尋找更具有效性的可靠度模型。經過評估可靠性模型的各種度量，
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並與其他模型進行比較，可以確定使用這些演算法能有效地找到最佳模型，以利

於評估軟體的可靠度(Rao & Anuradha, 2017)。 

軟體可靠度這個議題一直受到很大的重視，畢竟現代生活中軟體無所不在，

因此，能夠長期且穩定運作的軟體對於現今社會是不可或缺的，許多學者提出了

諸多方法來分析軟體的運行及其可靠度，而本研究採用的是以非齊次卜瓦松過程

為基礎建立的軟體可靠度成長模型做為主題的研究。 

第五節 非齊次卜瓦松軟體可靠度成長模型 

一、 卜瓦松過程定義 

卜瓦松過程包含了獨立性和卜瓦松分布兩個重要概念，其定義為，一個整數

的隨機過程 {𝑋(𝑡); 𝑡 ≥ 0}，其強度或機率稱為 𝜆，而 𝜆 必須大於零，其條件描

述如下(Taylor & Karlin, 1998)： 

1. 對於任何時間點都是增加的過程，表示為𝑡0 = 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛，而

在此增加的過程中，變化量表示為  𝑋(𝑡1) − 𝑋(𝑡0), 𝑋(𝑡2) − 𝑋(𝑡1),… ,

𝑋(𝑡𝑛) − 𝑋(𝑡𝑛−1)，其中的每一個變化量都是獨立且隨機產生的； 

2. 對於 𝑠 ≥ 0 且 𝑡 > 0 的情況下，隨機變化量 𝑋(𝑠 + 𝑡) − 𝑋(𝑠) 遵循卜瓦

松分配，表示為  

Pr{𝑋(𝑠 + 𝑡) − 𝑋(𝑠) = 𝑘} =
(𝜆𝑡)𝑘𝑒−𝜆𝑡

𝑘!
 𝑓𝑜𝑟 𝑘 = 0,1, … ;  (2.1) 

3. 𝑋(0) = 0，初始時間為零，變化量的起始值也為零。 

尤其是在觀察變化量 𝑋(𝑡) 時，若其為強度 𝜆 大於零的卜瓦松過程，則此

時平均數 𝐸[𝑋(𝑡)] = 𝜆𝑡，且變異數 𝑉𝑎𝑟[𝑋(𝑡)] = 𝜎𝑋(𝑡)
2 = 𝜆𝑡，兩者是相等的。 

在卜瓦松過程 𝑋(𝑡) 中，λ 代表在任意極小時間區間之內發生事件的機率。

為了更清楚地解釋這一點，列出以下公式(Taylor & Karlin, 1998)： 
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Pr{𝑋(𝑡 + ℎ) − 𝑋(𝑠) = 1} =
(𝜆ℎ)𝑒−𝜆ℎ

1!
  

         = (𝜆ℎ) (1 − 𝜆ℎ +
1

2
𝜆2ℎ2 −⋯) 

        = 𝜆ℎ + 𝑜(ℎ)      (2.2) 

其中 𝑜(ℎ) 代表其餘小於 ℎ 且未被列出的一般項。 

而在許多相關應用中，會去考慮卜瓦松過程的強度或機率 𝜆 = 𝜆(𝑡) 的情況，

即是指強度或機率將變成一個隨時間變化而產生改變的函數，此情況稱為非齊次

卜瓦松過程；因此，我們藉判斷卜瓦松過程的強度或機率函數 𝜆(𝑡) 是否隨時間

產生改變來由區分齊次卜瓦松過程與非齊次卜瓦松過程(Taylor & Karlin, 1998)。 

若 𝑋(𝑡) 是一個非齊次卜瓦松過程，並具備強度或機率函 𝜆(𝑡)，則可由一個

增量  𝜆(𝑡) − 𝜆(𝑠)  中獲得在  (𝑠, 𝑡]  時間區間中的事件數量，其為具有參數 

∫ 𝜆(𝑢)
𝑡

𝑠
𝑑𝑢  的卜瓦松分布，且在不重疊的時間區段內具有獨立且隨機的增量

(Taylor & Karlin, 1998)。 

二、 非齊次卜瓦松軟體可靠度成長模型描述 

當計數過程 {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}  為非齊次卜瓦松過程時，則它將具有失效強度函

數（Intensity Function）𝜆(𝑡), 𝑡 ≥ 0，且 𝑁(𝑡) 呈現卜瓦松分布，並具有均值函數

（Mean Value Function, MVF） 𝑚(𝑡)，以公式表達如下(Pham & Zhang, 1997)： 

𝑃𝑟{𝑁(𝑡) = 𝑘} =
[𝑚(𝑡)]𝑘

𝑘!
𝑒−𝑚(𝑡) , 𝑘 = 0,1,2, …,   (2.3) 

根據定義，均值函數 𝑚(𝑡) 是測試所發現故障次數的累積，可以用失效強度

函數來表達，公式如下(Pham & Zhang, 1997)： 

𝑚(𝑡) = ∫ 𝜆(𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝑠       (2.4) 

其中 𝜆(𝑠) 稱為失效強度函數或失效率(Failure Rate)函數。 

NHPP 模型的最主要問題是確定適當的均值函數，用以預測特定時間點所發

現的故障數量。 
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軟體可靠度 𝑅(𝑥/𝑡) 定義為在時間 (𝑡, 𝑡 + 𝑥) 之間沒有發生故障的機率，假

設最後一次發生故障的測試時間點為 𝑡，則軟體可靠度 𝑅(𝑥/𝑡) 表示為以下公式： 

𝑅(𝑥/𝑡) = 𝑒−[𝑚(𝑡+𝑥)−𝑚(𝑡)]     (2.5) 

其中包含某些特殊情況，例如，當 𝑡 = 0，則 𝑅(𝑥/𝑡) = 𝑒−𝑚(𝑥)；當 𝑡 = ∞，

則 𝑅(𝑥/𝑡) = 1。 

在廣義的 NHPP 軟體可靠度模型中，均值函數 𝑚(𝑡) 可藉由求解以下微分

方程獲得(Pham & Zhang, 1997)： 

𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑏(𝑡)[𝑎(𝑡) − 𝑚(𝑡)], 𝑤𝑖𝑡ℎ 𝑚(𝑡0) = 𝑚0  (2.6) 

其中 𝑎(𝑡) 為時間 𝑡 時的總故障內容(Total Fault Content)，𝑏(𝑡) 為錯誤偵測

率(Error Detection Rate)，通過此方法，我們可以藉由假設不同的 𝑎(𝑡) 與 𝑏(𝑡)，

從而獲得不同 NHPP 軟體可靠度模型的均值函數 𝑚(𝑡)。 

三、 非齊次卜瓦松軟體可靠度成長模型相關文獻 

將隨著時間變化而產生變化的故障偵測率概念整合至包含 S 型函數的軟體

可靠度成長模型中。實驗結果證明，所提出的模型有助於提高軟體可靠度評估的

準確性(Chatterjee & Shukla, 2015)。 

 將巴斯擴散測試成效函數(Bass Diffusion Testing-Effort Function)納入 NHPP

軟體可靠度成長模型，並遵循其相關限制條件，以真實數據進行實驗，實驗結果

證明，提出的模型具有良好的配適度(Rafi & Akthar, 2011)。  

 本節主要回顧關於卜瓦松過程與 NHPP 軟體可靠度成長模型建構的方法；卜

瓦松過程是一種隨機過程也是計數過程，它被廣泛運用於各個領域(周峰成，2001；

葉芳瑜，2019)，而 NHPP 則是為了描述更複雜的現實現象而由卜瓦松過程演變

而來。本研究利用 NHPP 為基礎來建構軟體可靠度成長模型，透過回顧過去學者

的論文，本研究掌握了求取 NHPP 軟體可靠度成長模型均值函數的核心概念與

方法，即是設計良好的故障內容函數(Fault Content Function) 𝑎(𝑡) 與錯誤偵測率

函數(Error Detection Rate Function) 𝑏(𝑡)。  

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=UHqpBv/search?q=auc=%22%E5%91%A8%E5%B3%B0%E6%88%90%22.&searchmode=basic
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第六節 不完美除錯的 NHPP 軟體可靠度成長模型 

一、軟體可靠度成長模型的除錯描述 

除錯(Debug)是指偵測、發現、修正和清除程序中的錯誤(ISO/IEC/IEEE 24765, 

2010)。 

完美除錯(Perfect Debugging)的假設即是指每當嘗試消除故障時，都會將其

完美消除，並且不會產生新的故障。但在大多數現實的情況中，由於測試團隊的

能力、測試案例的品質、測試環境、測試效率以及測試所花費的時間等等原因，

除錯的過程是不完美的(Kapur et al., 2011b)。因此，不完美除錯的假設即是指在

偵測到故障時，無法完美地清除故障，並且原始故障可能會保留或被其他故障替

換，甚至排除故障的過程中可能產生新的故障，而不完美除錯的形態可分為兩種： 

1. 故障被認為已被完全修復，但事實上它並未被完全修復，而當在同一輸

入上進行檢查時，該故障將再次導致相同類型的失效。 

2. 故障確實被完全修復，但在排除故障原因的同時又產生了其他的故障。 

在考慮不完美除錯的情況下，關於軟體可靠度成長模型的失效與故障排除過

程如圖 4 所示(Kapur et al., 2011b； 李嘉華，2014； 王亭雅，2015； 謝濱壕，

2019)： 
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圖 4 兩種型態的不完美除錯現象 

資料來源：(Kapur et al., 2011b) 

二、不完美除錯的 NHPP 軟體可靠度成長模型相關文獻 

提出一個用於多版本軟體開發環境的新概念，並以此概念提出新的不完美除

錯 NHPP 軟體可靠度成長模型，此模型使用已在市面上發布，且具有四次版本更

新的軟體所得到的實際數據進行測試，並得到驗證(Aggarwal, Kapur & Garmabaki, 

2011)。 

提出考慮使用者數量以及不完美除錯情況下的NHPP軟體可靠度成長模型，

以巴斯擴散模型 (Bass Diffusion Model)描述使用者數量增加的情況，利用

GNOME 2.0 的失效數據集進行測試，使用四種模型評估標準來計算所提出的模
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型的準確性，並證實不完美除錯模型的預測能力優於完美除錯模型(Gandhi, 

Gondwal & Tandon, 2018)。 

完美除錯是指移除故障時，所有故障將會瞬間被完美的移除，且不會引發新

的故障，但此種假設並不符合現實中的情況(Yamada, Tokuno & Osaki, 1992)，而

關於不完美除錯的現象，許多軟體可靠度成長模型是在故障內容函數中加以描述，

若故障內容函數為隨時間增加而遞增的函數，則稱為不完美除錯；因此本研究將

考慮不完美除錯的情況，並針對故障內容函數進行設計，期望藉此提升軟體可靠

度成長模型的準確率。 

第七節 具備學習效果的 NHPP 軟體可靠度成長模型 

一、學習效果基本描述 

學習效果 (Learning Effect)源自於 Wright(1936)的文章，他以學習曲線

(Learning Curve)描述生產某些飛機機身的直接人工成本隨著經驗累積而逐漸下

降(Wright, 1936； 邱桂珍，2008)。有許多研究已證實了此種現象，並在考量學

習效果的影響下，將其用於許多應用領域 (邱桂珍，2008)。而在軟體可靠度成長

模型的研究中也有愈來愈多學者考慮了學習效果對於模型的影響；當測試的時間

拉長，測試人員將對偵測與排除錯誤的作業更加熟悉，隨著經驗的累積，測試人

員將能有效率的降低軟體中的錯誤、提升偵測與排除錯誤的效率以及提升軟體的

可靠度（江文馨，2013）。 

在學習的歷程中，學習效果會受到學習者的個人因素以及外在環境因素所干

擾，使得學習效果出現不同的變化，以學習時期的先後來說，學習速度將會呈現

以下四種不同的變化特性(張琇惟，2008； 林哲宇，2019)： 

1. 正加速變化：初期學習效果上升緩慢，後期則快速上升，如圖 5 所示。

導致此現象的原因可能是學習者在學習初期缺乏學習動力或是初期較難

適應作業內容；而隨著學習動力提升或是漸漸適應工作，因此學習效果

於後期有所提升。 

https://ndltd.ncl.edu.tw/cgi-bin/gs32/gsweb.cgi/ccd=RDh2YM/search?q=auc=%22%E6%9E%97%E5%93%B2%E5%AE%87%22.&searchmode=basic
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       圖 5 正加速變化 

資料來源：(2008，張琇惟) 

2. 負加速變化：初期學習效果快速提升，後期則漸趨緩慢，如圖 6 所示。

導致此現象的原因可能是學習者在學習初期積極學習或是學習者已有類

似的學習經驗，亦或許是訓練初期難度較低，因此初期學習效果得以快

速提升；而隨著訓練難度的提高，導致後期學習效果逐漸趨緩。 

 

       圖 6 負加速變化 

資料來源：(2008，張琇惟) 

3. 正負加速變化：包含了正加速變化以及負加速變化兩種特性，初期的學

習速度由緩慢轉為快速，呈現正加速變化；而後期的學習速度又由快速
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轉為緩慢，呈現負加速變化，綜合兩種特性，使得學習曲線呈現 S 型的

變化，如圖 7 所示。 

 

        圖 7 正負加速變化 

資料來源：(2008，張琇惟) 

4. 學習高原：在學習的後期，學習效果趨緩收斂的現象，稱為平台現象，

如圖 8 所示。此現象是指學習者學習到一定的程度之後幾乎不再進步，

使得學習曲線呈現趨近水平的狀態。 

 

       圖 8 平台現象 

資料來源：(2008，張琇惟) 
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二、具備學習效果的 NHPP 軟體可靠度成長模型的相關文獻 

提出一種具有可以靈活描述軟體失效及可靠度曲線的 NHPP 軟體可靠度成

長模型，考慮測試效率、錯誤偵測率取決於時間(可以描述學習效果)以及故障識

別與移除的延遲現象，利用赤池信息量準則(Akaike Information Criterion, AIC)與

均方誤差（Mean of Squared Errors, MSE）等評估標準與現有模型進行比較，透過

不同的實際軟體失效數據集進行驗證，可以證明所提模型具備適用性(Kapur, 

Goswami, Bardhan & Singh, 2008)。 

以學習效果的角度提出一套可以合理的同時描述 S 型及指數型兩種形態表

現的模型建構方法，經過分析以及與其他軟體可靠度模型進行比較之後，結果顯

示所提模型具有較良好的配適度(Chiu, Huang & Lee, 2008)。 

利用 SRGM 中的線性和指數學習效應來增強 Chiu 等人(2008)的模型，並利

用多元判定係數(𝑅2)及四組真實失效數據集與其他模型比較。結果顯示所提的模

型的表現優於其他模型，並驗證了學習效果會在軟體測試過程中發生(Chiu, 2013)。 

學習效果已在許多領域被運用(邱桂珍，2008)，而在軟體可靠度的相關文獻

中，首次提及學習的是說明以 S 型增長曲線描述的軟體錯誤偵測過程可視為測

試團隊成員熟悉測試的學習過程(Yamada, Ohba & Osaki, 1983)；而在 Pham、

Nordmann 和 Zhang 的模型中提到錯誤偵測率函數為遞增的 S 型曲線，可描述軟

體測試人員的學習過程(Pham, Nordmann & Zhang,1999)。因此，本研究參考 Pham、

Nordmann 和 Zhang 所提出的模型，將學習效果納入錯誤偵測率函數的假設中，

以錯誤偵測率隨著測試時間增加而增加的現象來描述軟體測試人員學習效果。 
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第八節 現有的 NHPP 軟體可靠度成長模型 

依據文獻，本研究整理出指數型、S 型、完美與不完美除錯與具備學習效

果…等，各類不同的 NHPP 軟體可靠度成長模型，如表 1所示。 

表 1 NHPP 軟體可靠度模型及均值函數表 

模型名稱(作者,年份) 模型之均值函數 

Goel-Okumoto Model 

(Goel & Okumoto, 1979) 
𝑎(𝑡) = 𝑎  

𝑏(𝑡) = 𝑏  

𝑚(𝑡) = 𝑎(1 − 𝑒−𝑏𝑡)  

Delayed S-shaped Model 

(Yamada, Ohba & Osaki, 1983) 
𝑎(𝑡) = 𝑎  

𝑏(𝑡) =
b2𝑡

𝑏𝑡+1
  

𝑚(𝑡) = 𝑎(1 − (1 + 𝑏𝑡)𝑒−𝑏𝑡)  

Inflection S-shaped Model 

(Ohba, 1984a) 
𝑎(𝑡) = 𝑎  

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

𝑚(𝑡) =
𝑎(1−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

Yamada Linear Imperfect 

Debugging Model 

(Yamada, Tokuno & Osaki, 1992) 

𝑎(𝑡) = 𝑎(1 + 𝛼𝑡)  

𝑏(𝑡) = 𝑏  

𝑚(𝑡) = 𝑎 (1 −
𝛼

𝑏
) (1 − 𝑒−𝑏𝑡) + 𝑎𝛼𝑡  

Yamada Exponential Imperfect 

Debugging Model 

(Yamada, Tokuno & Osaki, 1992) 

𝑎(𝑡) = 𝑎𝑒𝛼𝑡  

𝑏(𝑡) = 𝑏  

𝑚(𝑡) =
𝑎𝑏

𝑏+𝛼
(𝑒𝛼𝑡 − 𝑒−𝑏𝑡)  

H/D G-O Model 

(Hossain & Dahiya, 1993) 
𝑚(𝑡) = 𝑙𝑛 (

𝑒𝑎−𝑐

𝑒𝑎𝑒
−𝑏𝑡

−𝑐
)  

Pham-Zhang Model 

(Pham & Zhang, 1997) 
𝑎(𝑡) = 𝑐 + 𝑎(1 − 𝑒−𝛼𝑡)  

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

𝑚(𝑡) =
(𝑎+𝑐)(1−𝑒−𝑏𝑡)−

𝑎𝑏

𝑏−𝛼
(𝑒−𝛼𝑡−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

Pham-Nordmann-Zhang Model 

(Pham, Nordmann & Zhang, 1999) 
𝑎(𝑡) = 𝑎(1 + 𝛼𝑡)  

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

𝑚(𝑡) =
𝑎(1−

𝛼

𝑏
)(1−𝑒−𝑏𝑡)+𝑎𝛼𝑡

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
  

Pham Exponential Imperfect 

Debugging Model 

(Pham, 2006) 

𝑎(𝑡) = 𝛼𝑒𝛽𝑡  

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝑐𝑒−𝑏𝑡
  

𝑚(𝑡) =
𝛼𝑏

𝑏+𝛽

(𝑒𝛽𝑡−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝑐𝑒−𝑏𝑡
  

Roy Model 

(Roy, Mahapatra & Dey, 2014) 

𝑎(𝑡) = 𝑎(𝛼 − 𝑒−𝛽𝑡)  

𝑏(𝑡) = 𝑏  

𝑚(𝑡) = 𝑎𝛼(1 − 𝑒−𝑏𝑡) −
𝑎𝑏

𝑏−𝛽
(𝑒−𝛽𝑡 − 𝑒−𝑏𝑡)  

資料來源：本研究整理 
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一、 Goel-Okumoto 模型 

Goel-Okumoto模型(又稱指數NHPP模型)，本文將此模型簡稱為G-O Model，

G-O Model 是由 Goel 與 Okumoto 兩位學者於 1979 年所提出，經由 Grottke 的整

理，該模型的假設如下(Grottke, 2001)： 

1. 在時間 𝑡 之前所發生的失效遵循具有均值函數 𝑚(𝑡) 的卜瓦松分配。此

均值函數具有邊界條件 𝑚(0) = 0，以及 lim
𝑡→∞

𝑚(𝑡) = 𝑁 < ∞，即是指失

效數量有限。 

2. 在時間區間 (𝑡, 𝑡 + ∆𝑡], ∆𝑡 → 0 之中，發生失效的數量與軟體內未檢測到

的故障數量 𝑁 −𝑚(𝑡) 成正比，其中比例常數為 ∅。 

3. 對於時間 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛 的任何有限集合，在所有不相交的時間間隔 

(0, 𝑡1), (𝑡1, 𝑡2), … , (𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛) 中發生故障的數量是相互獨立的。 

4. 每當發生失效時，引起失效的故障將立即被移除，並且不會產生新的故

障。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎、𝑏(𝑡) = 𝑏  以及

NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得到： 

𝑚(𝑡) = 𝑎(1 − 𝑒−𝑏𝑡)      (2.7) 

二、 Delayed S-shaped 模型 

Delayed S-shaped 模型，本文將此模型簡稱為 DSS Model，DSS Model 是由

Yamada、Ohba 與 Osaki 三位學者於 1984 年所提出，經由 Hanagal 與 Bhalerao 的

整理，該模型的假設如下(Hanagal & Bhalerao, 2018)： 

1. 由失效偵測的觀點所示，在程序之中所有的故障都是相互獨立的。 

2. 在任何時間點的失效偵測率與目前軟體中的故障數量成正比。 

3. 失效偵測的比例為常數。 

4. 軟體中的初始故障內容是一個隨機變量。 
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5. 軟體系統會在隨機時間點發生失效，而這些失效是由系統中存在的錯誤

所導致。 

6. 第𝑖 − 1次失效與第𝑖次失效的時間間隔取決於第i − 1次失效的時間。 

7. 每當發生失效時，引起失效的故障將立即被移除，並且不會產生新的故

障。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎、𝑏(𝑡) =
𝑏2𝑡

𝑏𝑡+1
 以及

NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得到： 

𝑚(𝑡) = 𝑎(1 − (1 + 𝑏𝑡)𝑒−𝑏𝑡)     (2.8) 

三、 Inflection S-shaped 模型 

Inflection S-shaped 模型，本文將此模型簡稱為 ISS Model，ISS Model 是由

Ohba 於 1984 年所提出，該模型的假設如下(Ohba, 1984a)： 

1. 錯誤偵測率與目前程序中的錯誤數量成正比； 

2. 且在測試(或觀察)的期間內，此比例逐漸增加。 

3. 每當軟體發生失效時，引起失效的故障將立即被移除，並且不會產生新

的故障。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎、𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
 以

及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得

到： 

𝑚(𝑡) =
𝑎(1−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
      (2.9) 

四、 Yamada Linear Imperfect Debugging 模型 

Yamada Linear Imperfect Debugging 模型，本文將此模型簡稱為 Y-LID Model，

Y-LID Model 是由 Yamada、Tokuno 與 Osaki 三位學者於 1992 年藉由修正 Goel-

Okumoto 模型的假設所提出，該模型的假設如下(Yamada, Tokuno & Osaki, 1992)： 
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1. 軟體系統中的故障將會造成軟體隨機出現失效。 

2. 每當發生軟體失效時，引起失效的軟體故障將被移除，但移除故障的過

程中可能會產生新的故障。 

3. 每單位測試時間偵測到的失效數量與軟體系統中目前的故障內容成正比。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎(1 + 𝛼𝑡)、𝑏(𝑡) = 𝑏 

以及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得

到： 

𝑚(𝑡) = 𝑎 (1 −
𝛼

𝑏
) (1 − 𝑒−𝑏𝑡) + 𝑎𝛼𝑡      (2.10) 

五、 Yamada Exponential Imperfect Debugging 模型 

Yamada Exponential Imperfect Debugging 模型，本文將此模型簡稱為 Y-EID 

Model，Y-EID Model 是由 Yamada、Tokuno 與 Osaki 三位學者於 1992 年藉由修

正Goel-Okumoto模型的假設所提出，該模型的假設如下(Yamada, Tokuno & Osaki, 

1992)： 

1. 軟體系統中的故障將會造成軟體隨機出現失效。 

2. 每當發生軟體失效時，引起失效的軟體故障將被移除，但移除故障的過

程中可能會產生新的故障。 

3. 每單位測試時間偵測到的失效數量與軟體系統中目前的故障內容成正比。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑒𝛼𝑡、𝑏(𝑡) = 𝑏 以及

NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得到： 

𝑚(𝑡) =
𝑎𝑏

𝑏+𝛼
(𝑒𝛼𝑡 − 𝑒−𝑏𝑡)       (2.11) 

六、 H/D G-O 模型 

H/D G-O 模型是由 Hossain 與 Dahiya 兩位學者於 1993 年所提出，該模型的

假設如下(Hossain & Dahiya, 1993)： 

1. 遵循 NHPP 過程。 



25 
 

2. 每當發生失效時，引起失效的故障將被程式設計師立即且完美地移除

(不會產生新的錯誤)。 

3. 剩餘失效的偵測率是常數。 

均值函數為： 

𝑚(𝑡) = 𝑙𝑛 (
𝑒𝑎−𝑐

𝑒𝑎𝑒
−𝑏𝑡

−𝑐
)        (2.12) 

七、 Pham-Zhang 模型 

Pham-Zhang 模型，本文將此模型簡稱為 P-Z Model，P-Z Model 是由 Pham

與 Zhang 兩位學者於 1997 年所提出，經由 Pham 的整理，該模型的假設如下

(Pham, 2006)： 

1. 錯誤偵測率會受故障影響而產生改變。 

2. 每當軟體發生失效時，引起失效的軟體故障將立即被移除，並且可能產

生新的故障。 

3. 故障產生率為與測試時間相關的指數函數。換句話說，在測試過程開始

時的故障產生速度大於結束時的故障產生速度。這反映了一個事實，即

一開始在軟體中將產生更多的故障；而在最後，測試人員將擁有更多的

知識，因此，程序中產生的故障將變得更少。 

4. 錯誤偵測率函數為非遞減且帶有彎曲的 S 型模型。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑐 + 𝑎(1 − 𝑒−𝛼𝑡)、

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
 以及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微

分方程(2.6)可得到： 

𝑚(𝑡) =
(𝑎+𝑐)(1−𝑒−𝑏𝑡)−

𝑎𝑏

𝑏−𝛼
(𝑒−𝛼𝑡−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
     (2.13) 

八、 Pham-Nordmann-Zhang 模型 

Pham-Nordmann-Zhang 模型，本文將此模型簡稱為 P-N-Z Model，P-N-Z 
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Model 是由 Pham、Nordmann 與 Zhang 三位學者於 1999 年所提出，該模型的假

設如下(Pham, Nordmann & Zhang, 1999)： 

1. 錯誤偵測率與時間有關。 

2. 整體而言，故障內容函數與時間呈線性關係。 

3. 在除錯過程中可能產生故障，故障的產生率為一常數。 

4. 錯誤偵測率函數為非遞減的 S 型曲線，可藉由觀察錯誤偵測率函數截取

到軟體測試人員的學習過程。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎(1 + 𝛼𝑡)、𝑏(𝑡) =

𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
 以及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程

(2.6)可得到： 

𝑚(𝑡) =
𝑎(1−

𝛼

𝑏
)(1−𝑒−𝑏𝑡)+𝑎𝛼𝑡

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
      (2.14) 

九、 Pham Exponential Imperfect Debugging 模型 

Pham Exponential Imperfect Debugging 模型，本文將此模型簡稱為 P-EID 

Model，P-EID Model 是由 Pham 於 2000 年所提出，經由 Pham 的整理，該模型

的假設如下 (Pham, 2006)： 

1. 錯誤偵測率會受故障影響而產生改變。 

2. 每當軟體發生失效時，引起失效的軟體故障將立即被移除，並且可能產

生新的故障。 

3. 故障產生率是隨著測試時間而改變的指數函數。 

4. 錯誤偵測率函數為非遞減的且帶有彎曲的 S 型模型。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝛼𝑒𝛽𝑡、𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝑐𝑒−𝑏𝑡
 

以及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可得

到： 
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𝑚(𝑡) =
𝛼𝑏

𝑏+𝛽

(𝑒𝛽𝑡−𝑒−𝑏𝑡)

1+𝑐𝑒−𝑏𝑡
        (2.15) 

十、 Roy 模型 

Roy 模型是由 Roy、Mahapatra 與 Dey 三位學者於 2014 年所提出，該模型的

假設如下(Roy, Mahapatra & Dey, 2014)： 

1. 失效的觀察與排除現象遵循 NHPP。 

2. 在軟體運行的過程中可能產生失效，而這些失效是由軟體中剩餘的故障

所造成的。 

3. 在測試過程中，錯誤偵測率是常數。 

4. 軟體的失效率與軟體中剩餘的故障成正比。 

5. 當故障被移除時，軟體中有機會產生新的故障。 

6. 故障可能在測試的過程中產生，且除錯的過程中可能無法完全移除故障，

即不完美除錯。 

7. 在測試的一開始，測試團隊不太熟悉軟體系統，且他們對於如何正確除

錯幾乎一無所知。隨著測試時間的增加，他們將獲得愈來愈多關於除錯

的知識。 

8. 故障內容函數是與測試時間相關的指數遞增函數。 

9. 在測試開始時的故障產生率高於測試結束時的故障產生率。 

以廣義的 NHPP 軟體可靠度模型表示，即假設 𝑎(𝑡) = 𝑎(𝛼 − 𝑒−𝛽𝑡)、𝑏(𝑡) =

𝑏 以及 NHPP 基本的假設，初始值 𝑚(0) = 0 等條件，藉由求解微分方程(2.6)可

得到： 

𝑚(𝑡) = 𝑎𝛼(1 − 𝑒−𝑏𝑡) −
𝑎𝑏

𝑏−𝛽
(𝑒−𝛽𝑡 − 𝑒−𝑏𝑡)    (2.16) 

在軟體可靠度的領域中已有許多 NHPP 軟體可靠度成長模型被提出，而本

研究僅舉例出十個模型做為參考，並於模型建構完畢後做為比較的模型使用。  
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第三章 研究方法 

第一節 研究架構 

本研究採用 NHPP 概念為基礎，藉由文獻探討汲取想法，經過發想之後，以

導入函數概念的方式提出新的故障內容函數用於模型建構；模型建構完成之後，

進行模型測試並且修正模型，利用參數估計方法估算出模型中各個參數，用以評

估模型與失效數據之間的配適度。取得配適度資訊之後，再與現有的可靠度模型

進行比較，以觀察新模型是否能更有效的預測軟體失效行為。 

 

     圖 9 研究架構圖  

尋找函數 

規劃研究推論方法 

擬定研究的限制條件 

分析、評估與過濾函數 

決定函數與套用限制 

推導與決定模型參數 

模型測試 

參數估計 

模型比較 

模型建構 
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第二節 研究假設 

表 2 研究假設中的變數說明 

𝑚(𝑡) 基本公式的均值函數，定義為時間 𝑡 時，期望偵測到的錯誤總數 

𝑎(𝑡) 基本公式的故障內容函數，定義為時間 𝑡 時，軟體累積的總錯誤數 

𝑏(𝑡) 基本公式的錯誤偵測率函數，定義為時間 𝑡 時，軟體的錯誤偵測率 

𝑓(𝑡) 求解基本公式的均值函數時，所使用的積分因子函數 

M1 本節推論過程中所假設的模型代稱 

M2 本節推論過程中所假設的模型代稱 

M3 本節推論過程中所假設的模型代稱，為模型 M1 與 M2 的組合 

𝑚1(𝑡) 模型 M1 的均值函數 

𝑚2(𝑡) 模型 M2 的均值函數 

𝑚3(𝑡) 模型 M3 的均值函數 

𝑎1(𝑡) 模型 M1 的故障內容函數 

𝑎2(𝑡) 模型 M2 的故障內容函數 

𝑎3(𝑡) 模型 M3 的故障內容函數 

𝑏1(𝑡) 模型 M1 的錯誤偵測率函數 

𝑏2(𝑡) 模型 M2 的錯誤偵測率函數 

𝑏3(𝑡) 模型 M3 的錯誤偵測率函數 

資料來源：本研究整理 

首先，從以往文獻中可發現許多軟體可靠度模型具有一種或多種函數特性，

如:「具有除錯延遲與測試心力函數之不完美除錯軟體可靠度模型(李嘉華，2014)」、

「具指數型、線性與 S 型特性之不完美除錯軟體可靠度模型(王亭雅，2015)」或

是 P-Z Model(Pham & Zhang, 1997) …等等；因此本研究認為善用某些函數特性

能夠有效的提升軟體可靠度模型的準確率。 

然後，本研究觀察基本公式(2.6)： 

𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑚′(𝑡) = 𝑏(𝑡)[𝑎(𝑡) − 𝑚(𝑡)]    (3.1) 

通過展開公式(3.1)，並移項可得到： 

𝑚′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑚(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑏(𝑡)    (3.2) 

假設 𝑓(𝑡) = 𝑒
∫ 𝑏(𝜏)
𝑡
𝑡0

𝑑𝜏
，並於公式(3.2)兩邊同乘上 𝑓(𝑡) 可得： 

𝑚′(𝑡)𝑓(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑓(𝑡)𝑚(𝑡) = (𝑓(𝑡)𝑚(𝑡))
′
= 𝑎(𝑡)𝑏(𝑡)𝑓(𝑡) (3.3) 
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將公式(3.3)兩邊同時對 𝑡 進行積分： 

   ∫ (𝑓(𝜏)𝑚(𝜏))
′𝑡

𝑡0
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑡)𝑚(𝑡) − 𝑓(𝑡0)𝑚(𝑡0) = ∫ 𝑎(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)

𝑡

𝑡0
𝑑𝜏 (3.4) 

其中 𝑓(𝑡0) = 1 如公式(3.5)所示： 

𝑓(𝑡0) = 𝑒
∫ 𝑏(𝜏)
𝑡0
𝑡0

𝑑𝜏
= 𝑒0 = 1     (3.5) 

通過移項與整理公式(3.4)可得： 

𝑚(𝑡) =
∫ 𝑎(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
𝑡0

𝑑𝜏+𝑚(𝑡0)

𝑓(𝑡)
     (3.6) 

獲得均值函數 𝑚(𝑡) 後，本研究進行推論，令模型 M1 的故障內容函數為 

𝑎1(𝑡)，錯誤偵測率函數為 𝑏1(𝑡)，均值函數為 𝑚1(𝑡)，及初始條件 𝑚1(0) = 0；

模型 M2  的故障內容函數為 𝑎2(𝑡)，錯誤偵測率函數為 𝑏2(𝑡)，均值函數為 

𝑚2(𝑡)，及初始條件 𝑚2(0) = 0。 

假設 {
𝑎1(𝑡) ≠ 𝑎2(𝑡)

𝑏1(𝑡) = 𝑏2(𝑡) = 𝑏3(𝑡)
, 𝑎1(𝑡) ≠ 0, 𝑎2(𝑡) ≠ 0, 𝑏3(𝑡) ≠ 0；以及假設模型 

M3  的故障內容函數為 𝑎1(𝑡) + 𝑎2(𝑡)，錯誤偵測率函數為𝑏3(𝑡)，均值函數為 

𝑚3(𝑡)，及初始條件 𝑚3(0) = 0；最後假設 M1、M2 及 M3 三個模型運行於時

間 [0, 𝑡] 之間，且 𝑡 ∈ ℕ。根據公式(3.6)的推算可得以下結果： 

𝑚1(𝑡) =
∫ 𝑎1(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
0

𝑑𝜏

𝑓(𝑡)
     (3.7) 

𝑚2(𝑡) =
∫ 𝑎2(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
0 𝑑𝜏

𝑓(𝑡)
     (3.8) 

𝑚3(𝑡) =
∫ (𝑎1(𝜏)+𝑎2(𝜏))𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
0 𝑑𝜏

𝑓(𝑡)
  

  =
∫ 𝑎1(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
0 𝑑𝜏

𝑓(𝑡)
+
∫ 𝑎2(𝜏)𝑏(𝜏)𝑓(𝜏)
𝑡
0 𝑑𝜏

𝑓(𝑡)
  

  = 𝑚1(𝑡) + 𝑚2(𝑡)      (3.9) 

本研究透過推導及觀察基本公式發現，當兩個模型同樣運行於時間 [0, 𝑡] 之

間 𝑡 ∈ ℕ，且其錯誤偵測率函數相等時，兩故障內容函數相加後，所產生出新的
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均值函數恰好等於兩個原均值函數的相加；此特性非常有利於導入新的函數，並

使得模型能夠同時擁有兩種或是多種函數特性，因此本研究利用此特性，於故障

內容函數中導入新的函數來建立新的軟體可靠度成長模型。 

除此特性之外，從某些文獻中可發現學者對於故障內容函數的假設與失效強

度函數或是均值函數直接相關；早期的軟體可靠度成長模型中，如：Y-LID Model 

(Yamada, Tokuno & Osaki, 1992)或 P-Z Model(Pham & Zhang, 1997)…等，其故障

內容函數的成長趨勢只受時間影響；而 Zhang、Teng 與 Pham 於 2003 年所提出

的模型中，對於故障內容函數的假設為 
𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽(𝑡)

𝑑𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
 (Zhang, Teng & Pham, 

2003)，此假設使得故障內容函數除了受時間影響之外，同時也受到失效強度函

數的影響；在 2011 年，Kapur 與其他幾位學者提出的模型則假設故障內容函數 

𝐴(𝑡) = 𝐴 + 𝛼𝑚(𝑡) (Kapur et al., 2011a)，此假設使得故障內容函數受到時間以及

均值函數的影響。 

 本研究由「故障內容函數受均值函數影響」的觀點出發，認為故障內容函數

也受錯誤偵測率函數影響；基於基本假設，所有新產生的錯誤都是由軟體中剩餘

的錯誤產生而來，而我們期望錯誤的偵測與清除將降低軟體中剩餘的錯誤數目，

因此本研究假設錯誤偵測率函數對於故障內容函數的成長趨勢具有抑制效果。 

第三節 函數導入 

表 3 函數導入中的變數說明 

𝑔(𝑡) 將導入故障內容函數的趨勢函數 

𝑎(𝑡) 本研究規劃出的故障內容函數雛形 

𝑏(𝑡) 本節推論過程中所假設的錯誤偵測率函數代稱 

𝑎 初始錯誤數 

𝑐 倍率調整函數 

資料來源：本研究整理 

基於上一節所述的特性及假設，配合微分方程的運算，在錯誤偵測率函數為

非遞減函數的前提下，以錯誤偵測率函數對於故障內容函數具有抑制效果的觀點

出發，本研究假設導入故障內容函數的函數基本形式為： 

𝑔(𝑡) +
𝑔′(𝑡)

𝑏(𝑡)
      (3.10) 
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 然後本研究參考 Kapur 等人所提出的模型 (Kapur et al., 2011a)及 P-Z 

Model(Pham & Zhang, 1997)兩個模型對於故障內容函數的假設，將本篇論文所提

模型的故障內容函數雛形設計為： 

𝑎(𝑡) = 𝑎 + 𝑐 (𝑔(𝑡) +
𝑔′(𝑡)

𝑏(𝑡)
− 𝑔(0) −

𝑔′(0)

𝑏(0)
)     (3.11) 

限制條件為： 

{

0 < 𝑎
0 < 𝑏(𝑡) ≤ 1,   ∀𝑡𝜖ℕ

∃𝑔(𝑡): 0 ≤
𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
,   ∀𝑡𝜖ℕ

     (3.12) 

此故障內容函數的設計能夠使得初始錯誤數目 𝑎(0) 恰好等於 𝑎，有利於表

達初始錯誤的數量；而限制條件的解釋如以下三點： 

1. 初始錯誤數目 𝑎 需大於 0：基於基本假設，所有新產生的錯誤都是由軟

體中剩餘的錯誤產生而來，若初始錯誤數目為 0 個錯誤，則往後也將不

再產生新的錯誤，此情況下不再需要除錯；初始錯誤數目少於 0 個是不

合常理的情況，雖然從數學的角度，此模型仍可運算，但因與實際情況

背離，因此不被接受。 

2. 錯誤偵測率函數任何時候都需大於 0：限縮錯誤偵測率函數主要是為配

合假設，在本研究的假設中，若錯誤偵測率函數為 0，將造成整個故障內

容函數失去意義；不過就錯誤偵測率函數本身而言，單一時間點為 0 是

被允許的，此僅代表於該時間點沒有發現任何錯誤，但錯誤偵測率函數

為零函數是不被接受的，這代表任何錯誤都不會被發現，表示除錯永不

可能完成。 

3. 故障內容函數的微分需大於或等於 0：由於故障內容函數是錯誤累積函

數，它是一個隨著時間增加而增加的遞增函數，表示其在任一時間點的

變化量都將大於或等於 0，因此利用微分表示故障內容函數的瞬時變化

量，並限制其必需大於或等於 0，以確保故障內容函數的遞增趨勢。 
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第四節 賦予學習效果 

表 4 賦予學習效果中的變數說明 

M4 本節推論過程中所假設的模型代稱 

𝑀𝐿 本節推論過程中所假設的模型代稱，由 M4 模型進一步推算得出 

𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 本節推論過程中所假設的模型代稱，為未具備學習效果的初始模型 

𝑀 本節推論過程中所假設的模型代稱，為被賦予學習效果後的新模型 

𝑚4(𝑡) 模型 M4 的均值函數 

𝑚𝐿(𝑡) 模型 𝑀𝐿 的均值函數 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 模型 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 的均值函數 

𝑚(𝑡) 模型 𝑀 的均值函數 

𝑎4(𝑡) 模型 M4 的障內容函數 

𝑎𝐿(𝑡) 模型 𝑀𝐿 的障內容函數 

𝑎𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 模型 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 的障內容函數 

𝑎(𝑡) 模型 𝑀 的障內容函數 

𝑏4(𝑡) 模型 M4 的錯誤偵測率函數 

𝑏𝐿(𝑡) 模型 𝑀𝐿 的錯誤偵測率函數 

𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 模型 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 的錯誤偵測率函數 

𝑏(𝑡) 模型 𝑀 的錯誤偵測率函數 

𝐿(𝑡) 學習效果的賦予函數 

𝑧(𝑡) 求解微分方程 𝐿(𝑡) 時，所使用的積分因子函數 

𝑐 求解微分方程 𝐿(𝑡) 時，所使用的積分常數 

𝑋(𝑡) 嘗試解析學習效果的學習曲線模擬函數 

𝑥1 函數 𝑋(𝑡) 之變數，解釋為學習的極限 

𝑥2 函數 𝑋(𝑡) 之變數，解釋為學習的效率 

𝑥3 函數 𝑋(𝑡) 之變數，解釋為學習的經驗 

資料來源：本研究整理 

本研究在觀察現有模型的時候，發現了某些模型之間具有相關聯性，關於該

特性在條件限制的情況下，推論過程如下： 

本研究令模型 M4 的故障內容函數為 𝑎4(𝑡)，錯誤偵測率函數為 𝑏4(𝑡)，均

值函數為 𝑚4(𝑡)，及初始條件 𝑚4(0) = 0。 

假設存在函數 𝐿(𝑡)，使模型 𝑀𝐿 成立；模型 𝑀𝐿 的故障內容函數為 𝑎𝐿(𝑡) =

𝑎4(𝑡)，錯誤偵測率函數為 𝑏𝐿(𝑡) = 𝑏4(𝑡) × 𝐿(𝑡)，均值函數為 𝑚𝐿(𝑡) = 𝑚4(𝑡) ×

𝐿(𝑡)，及初始條件 𝑚𝐿(0) = 0；最後假設 M4 及 𝑀𝐿 兩個模型運行於時間 [0, 𝑡] 

之間 𝑡 ∈ ℕ。 
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求取函數 𝐿(𝑡)，首先將模型 M4 帶入基本公式(3.1)可得： 

𝑚4
′(𝑡) = 𝑏4(𝑡)[𝑎4(𝑡) − 𝑚4(𝑡)]     (3.13) 

將公式(3.13)兩邊同除掉 𝑏4(𝑡) 再加上 𝑚4(𝑡) 可得： 

𝑎4(𝑡) =
𝑚4
′ (𝑡)

𝑏4(𝑡)
+𝑚4(𝑡)      (3.14) 

再將模型 𝑀𝐿 帶入基本公式(3.1)可得： 

𝑚𝐿
′(𝑡) = 𝑏𝐿(𝑡)[𝑎𝐿(𝑡) − 𝑚𝐿(𝑡)]     (3.15) 

將假設條件帶入公式(3.15)，展開並整理，則可得到以下公式： 

𝑚4
′ (𝑡)𝐿(𝑡) + 𝑚4(𝑡)𝐿

′(𝑡) = 𝑎4(𝑡)𝑏4(𝑡)𝐿(𝑡) − 𝑏4(𝑡)𝑚4(𝑡)𝐿
2(𝑡)  (3.16) 

然後再將公式(3.14)帶入公式(3.16)並整理，即可得函數 𝐿(𝑡) 的微分方程如

下： 

𝐿′(𝑡) = 𝑏4(𝑡)𝐿(𝑡) − 𝑏4(𝑡)𝐿
2(𝑡) = 𝑏4(𝑡)𝐿(𝑡)(1 − 𝐿(𝑡))  (3.17) 

解函數 𝐿(𝑡) 的微分方程，首先令 𝐿(𝑡) = 𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 , 𝑐 ∈ ℝ, 𝑐 ≠ 0 帶入(3.17)

可得： 

𝑧(𝑡)𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 = 𝑏4(𝑡)𝑐𝑒

∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 (1 − 𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏

𝑡
0 )  (3.18) 

將公式(3.18)兩邊同除掉 𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0  可得： 

𝑧(𝑡) = 𝑏4(𝑡) (1 − 𝑐𝑒
∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 )     (3.19) 

將公式(3.19)兩邊同除掉 1 − 𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0  可得： 

𝑏4(𝑡) =
𝑧(𝑡)

1−𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0

= −(
−𝑧(𝑡)𝑒−∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏

𝑡
0

𝑒−∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 −𝑐

)    (3.20) 

將公式(3.20)兩邊同時對 𝑡 進行積分可得： 

∫ 𝑏4(𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏 = ∫ −(

−𝑧(𝑡)𝑒−∫ 𝑧(𝜏̅)𝑑𝜏̅
𝜏
0

𝑒−∫ 𝑧(𝜏̅)𝑑𝜏̅
𝜏
0 −𝑐

)
𝑡

0
𝑑𝜏 = −(𝑙𝑛 (𝑒−∫ 𝑧(𝜏̅)𝑑𝜏̅

𝜏
0 − 𝑐) |

𝑡
0
)  (3.21) 
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將公式(3.21)進行整理後可得： 

∫ 𝑏4(𝜏)
𝑡

0
𝑑𝜏 = 𝑙𝑛 (

1−𝑐

𝑒−∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 −𝑐

)     (3.22) 

將公式(3.22)兩邊取指數可得： 

𝑒∫ 𝑏4(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 = 𝑒

𝑙𝑛(
1−𝑐

𝑒
−∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 −𝑐

)

=
1−𝑐

𝑒−∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 −𝑐

    (3.23) 

將公式(3.23)進行整理後可得： 

𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 =

1

(1−𝑐)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 +𝑐

     (3.24) 

將公式(3.24)兩邊同乘上 𝑐 後可得： 

𝑐𝑒∫ 𝑧(𝜏)𝑑𝜏
𝑡
0 =

𝑐

(1−𝑐)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)
𝑡
0 𝑑𝜏+𝑐

=
1

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

= 𝐿(𝑡)  (3.25) 

最後我們求得函數 𝐿(𝑡) 如下： 

𝐿(𝑡) =
1

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

      (3.26) 

因此，我們得到 𝑀𝐿 模型，其故障內容函數、錯誤偵測率以及均值函數如下： 

𝑎𝐿(𝑡) = 𝑎4(𝑡)       (3.27) 

𝑏𝐿(𝑡) = 𝑏4(𝑡) × 𝐿(𝑡) =
𝑏4(𝑡)

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

   (3.28) 

𝑚𝐿(𝑡) = 𝑚4(𝑡) × 𝐿(𝑡) =
𝑚4(𝑡)

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

   (3.29) 

此時我們可以得知，可能存在某一函數 𝐿(𝑡) 乘上錯誤偵測率函數後，能夠

在不會改變故障內容函數的情況下，恰好使新的均值函數等於原均值函數乘上 

𝐿(𝑡) 函數。 
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而關於學習效果，在各個領域中可能有各種不同的呈現方式；在此，本研究

依據 P-N-Z Model 的假設進行分析，該模型對於錯誤偵測率函數的假設為 𝑏(𝑡) =

𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
，對於該函數的描述為：「錯誤偵測率函數是非遞減的 S 型曲線，可以記

錄軟體測試人員的學習過程」(Pham, Nordmann & Zhang,1999)，此過程表現了錯

誤偵測率隨著測試時間增加而增加的現象，函數呈現 S 型遞增，正好呼應了文獻

探討第七節學習效果中的正負加速變化，驗證了測試人員於偵錯的過程中具有學

習的現象。但三位學者並未詳細說明函數中各個參數所代表的意義，因此，本研

究從數學的角度出發，分析各個參數的限制，並嘗試對其進行解釋，過程如下： 

首先，本研究根據 P-N-Z 模型的錯誤偵測率函數模擬了一個函數 𝑋(𝑡)，並

假設它能夠描述學習效果，也就是隨時間增加而遞增的 S 型曲線，函數如下： 

𝑋(𝑡) =
𝑥1

1+𝑥2𝑒
−𝑥3𝑡
       (3.30) 

初始限制為 𝑥1、𝑥2 和 𝑥3 為實數，𝑡 為包含零的正整數，𝑡 於模型中代表

時間，因此只考慮 𝑡 ≥ 0 的情況。 

經由觀察分析可發現，若 𝑥1 < 0 將導致整個 𝑋(𝑡) 函數的數值皆為負值或

是失去 S 型遞增的函數特性，若 𝑥1 = 0，則函數 𝑋(𝑡) 為零函數；因此限制 𝑥1 >

0；若 𝑥2 < 0 將導致函數 𝑋(𝑡) 無法保持 S 型曲線的特性，若 𝑥2 = 0，則函數 

𝑋(𝑡) 為水平線；因此限制 𝑥2 > 0。若 𝑥3 < 0 將導致函數 𝑋(𝑡) 無法保持隨時

間增加而遞增特性，若 𝑥3 = 0，則函數 𝑋(𝑡) 為水平線；因此限制 𝑥3 > 0。 

因此，限制條件修正限縮為 𝑥1、𝑥2 和 𝑥3 為正實數，𝑡 為正整數。 

進一步分析可發現： 

lim
𝑡→∞

𝑋(𝑡) = 𝑥1       (3.31) 

𝑥1 為函數 𝑋(𝑡) 的上限值；而 𝑥2 為 𝑡 的係數，直接影響函數的走勢，𝑥2 

的數值愈大，函數 𝑋(𝑡)  的上升速度愈快，收斂速度也愈快；𝑥3  則具有平移的

效果，𝑥3 的數值愈大，函數 𝑋(𝑡) 向右偏移愈多。 
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而本研究嘗試以學習效果的角度針對函數 𝑋(𝑡) 的各項參數進行解釋，解釋

內容如下： 

1. 𝑥1 為函數 𝑋(𝑡) 的上限值，本研究將其解釋為學習效果的極限值。 

2. 𝑥2 直接影響函數 𝑋(𝑡) 的趨勢，本研究將其解釋為學習的效率，學習效

率愈高，進步愈快，但同時也愈快達到極限。 

3. 𝑥3 為函數 𝑋(𝑡) 的平移調整參數，因此本研究將其解釋為經驗值，𝑥3 的

數值愈大，表示先前的學習經驗愈少，所需更長的學習歷程才可達到學

習的極限；反之，若先前就有較多經驗，𝑥3 的數值愈接近 0，函數 𝑋(𝑡) 

向左移，所需的學習歷程愈短，可用較少的時間達到學習的極限。 

※備註：當 𝑥3 很大或是趨近於 0 時，S 型函數的趨勢變化都相對的小，本研究認為此

兩種情況都不利於觀察學習歷程。 

以上述解釋來分析 P-N-Z Model，它的錯誤偵測率函數為 𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
；

其中 𝑏  同時代表學習的上限以及學習效率，加上錯誤偵測率的限制使得 0 <

𝑏 ≤ 1；而 𝛽 代表經驗值，𝛽 愈接近 0，表示經驗愈豐富，𝛽 > 0。 

此時，我們觀察本節一開始的推論，假設 𝑏4(𝑡) = 𝑏，帶入公式(3.28)可得： 

𝑏𝐿(𝑡) =
𝑏4(𝑡)

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏4(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

=
𝑏

1+
(1−𝑐)

𝑐
𝑒−𝑏𝑡

    (3.32) 

當 0 < 𝑐 < 1 時，
(1−𝑐)

𝑐
 恰好屬於正實數，與 𝛽 的值域相同；因此，本研究

推論，當滿足以上條件時，𝑏𝐿(𝑡) 與 P-N-Z Model 的錯誤偵測率函數同樣具備描

述學習效果的能力。 

故本研究推論，在故障內容函數合理存在時，若能滿足以下兩個條件： 

1. 初始的錯誤偵測率函數假設為 𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) = 𝑏, 𝑏 ∈ (0,1) 

2. 公式(3.26)中的 𝑐 界於 0 到 1 之間，使得 
(1−𝑐)

𝑐
= 𝛽 > 0 

則學習效果將是可以被賦予的。賦予學習的過程如下： 
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假設模型 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 成立；模型 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 的故障內容函數為 𝑎𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)，錯誤偵

測率函數為 𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) = 𝑏，均值函數為 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)，以及初始條件 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(0) = 0；

並且存在模型 𝑀，其故障內容函數為 𝑎(𝑡) = 𝑎𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)、錯誤偵測率函數為 𝑏(𝑡) ，

均值函數為 𝑚(𝑡)，以及初始條件 𝑚(0) = 0；然後假設 𝑀𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 模型與 𝑀模型皆

運行於時間 [0, 𝑡] 之間 𝑡 ∈ ℕ。 

利用公式(3.28)指定 𝑏(𝑡) =
𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

，並假設 0 < 𝑐 < 1，此時

(1−𝑐)

𝑐
= 𝛽，使得 𝑏(𝑡) =

𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
 , 𝛽 > 0；利用公式(3.29)及以上假設條件可得： 

𝑚(𝑡) =
𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
        (3.33) 

藉由以上推論與整理，本研究將於模型建構時，利用此方法賦予模型學習效

果，使模型更加符合現實情境，期望達到提升模型準確率的效果。 

第五節 資料來源 

 本研究為驗證模型的準確性，透過七組實際的失效數據進行模型的參數估計，

並與現有模型進行比較與評估。其中所使用的七組失效數據為已公開發表的論文

中過去學者們所使用的失效數據集。所使用失效數據資料來源如表 2 所示。 

表 5 失效數據來源 

資料集 失效數據來源 

一 Ohba 的測試資料(Ohba, 1984b) 

二 即時指揮與控制系統(Musa, 1987) 

三 Tandem Computers 的軟體產品(Wood, 1996) 

四 無線網路交換中心(Jeske & Zhang, 2005) 

五 即時控制的應用程式(Lyu, 1996)  

六 即時監視與控制系統(Lyu, 1996)。 

七 鐵路聯鎖(Interlocking)系統(Lyu, 1996)。 

資料來源：本研究整理 

第六節 參數估計方法 

參數估計方法的使用目的是為了估算出能使模型較符合實際數據的參數，以

下說明兩種方法，於模型建構完成之後，用來估算模型參數，分別是最小平方估

計法以及最大似然估計法（Maximum Likelihood Estimation, MLE）。 
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一、最小平方估計法 

最小平方估計法，以線性問題為例；首先假設 𝑋 和 𝐸(𝑌|𝑥) 之間存在

線性關係，即𝐸(𝑌|𝑥) = 𝑎 + 𝑏𝑥。給定一組數據，估計參數 𝑎 和 𝑏 以求取最

小化平方和。假設所需多項式 𝑝(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=0 ，其中 𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑚  有待

確定。最小平方估計法將選擇能使數據點到 𝑝(𝑥) 垂直距離的平方和最小化

的係數為解。表示最佳的參數 𝑎 和 𝑏 能使 𝐿 = ∑ (𝑦𝑖 − 𝑝(𝑥𝑖))
2𝑛

𝑖=1  最小化。

此處只考慮線性的情況，假設直線  𝑋 = 𝛼 + 𝛽𝑍  對於每項的觀察 

(𝑥𝑖, 𝑧𝑖): 𝑋𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑍𝑖，令 𝑄 = ∑ (𝛼 + 𝛽𝑧𝑖)
2𝑛

𝑖=1 ，而我們希望找到 𝛼 和 𝛽 的

估計值，能使 𝑄 最小化，因此我們獲得(Pham, 2006)： 

𝜕𝑄

𝜕𝛼
= −2∑ (𝛼 + 𝛽𝑧𝑖)

𝑛
𝑖=1 = 0     (3.34) 

𝜕𝑄

𝜕𝛽
= −2∑ 𝑧𝑖(𝛼 + 𝛽𝑧𝑖)

𝑛
𝑖=1 = 0    (3.35) 

二、最大似然估計法 

提到最大似然估計法，首先必須先認識似然函數(Likelihood function)，

其定義如下(Watkins, 2016)： 

在古典統計中，自然狀態(State of Nature)被假設為固定的，但我們並不

清楚；因此，估計的其中一個目的就是為了確認 𝑃𝜃 是資料的來源。所以，

「估計」是一種統計，表示為 𝜃: 𝑑𝑎𝑡𝑎 → 𝛩。而對於每項參數數值 𝜃 ∈ 𝛩 存

在一個密度函數，表示為 𝑓𝑋(𝑥|𝜃)。假設資料是源自於隨機變數序列的樣本 

𝑋1(𝜔),… , 𝑋𝑛(𝜔)，是由具備共同密函數 𝑓𝑋(𝑥|𝜃) 的分佈家族中得出，其中參

數值 𝜃 必須估算才可得知。由於其中各個隨機變數是獨立的，所以聯合密

度(Joint Density)是邊際密度(Marginal Densities)的乘積，表示為： 

𝑓𝑋(𝑥|𝜃) = ∏ 𝑓𝑋(𝑥𝑘|𝜃)
𝑛
𝑘=𝑖 = 𝑓𝑋(𝑥1|𝜃)𝑓𝑋(𝑥2|𝜃)…𝑓𝑋(𝑥𝑛|𝜃)   (3.36) 

在此種情況下，資料 𝑥 為已知，但參數 𝜃 是未知的。因此，密度函數

被表示為 𝐿(𝜃|𝑥) = 𝑓𝑋(𝑥|𝜃) ，而其中 𝐿 被稱為似然函數。 

而最大似然估計法是藉由觀察一系列概率 𝑃𝜃  中選擇的隨機變數 𝑋 =
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(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)  為起始，當 𝜃  為自然狀態時，𝑓(𝑥|𝜃)  和 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ,

𝑥𝑛) 被用表示資料的密度函數。然後，藉由最大似然原理可得到 𝜃 做為觀

測資料最有可能出現的參數估計值。其中，似然函數被視為 𝜃 的密度函數，

表示為(Watkins, 2016)： 

𝐿(𝜃|𝑥) = 𝑓(𝑥|𝜃), 𝜃 ∈ 𝛩      (3.37) 

而最大似然估計表示為： 

𝜃(𝑥) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝜃𝐿(𝜃|𝑥)     (3.38) 

 由於最小平方估計法能夠容易求出各模型之未知參數的估計值，並使其與實

際數據之間的誤差平方和最小，因此本研究主要利用最小平方估計法求取各模型

之參數，並繪製出各模型之配適度曲線圖。 

第七節 模型評估標準 

 為了評估本研究所提出的模型是否能夠有效的預測軟體的失效情況，本研究

採用五項評估標準來分析本研究所提出的模型預測數值與實際失效數據之間的

差異，並與文獻探討第八節中所提到的十個現有的模型進行比較。五項評估標準

分別為均方誤差(Mean Square Error, MSE)、多元判定係數（Coefficient of Multiple 

Determination, 𝑅2）、絕對誤差之和(Sum of Absolute Error, SAE)、預測相對變量

(Predicted Relative Variation, PRV)和均方根預測誤差（Root Mean Square Prediction 

Error, RMSPE），詳細描述如下： 

表 6 模型評估標準中的變數說明 

𝑛 觀測數據點的總數。 

𝑡𝑖 第 𝑖 個時間點。(𝑖 = 0, 1, 2, 3, … , 𝑛) 

𝑚(𝑡𝑖) 在第 𝑖 個時間點，模型所預測的累積失效數目。 

𝑦(𝑡𝑖) 在第 𝑖 個時間點，實際觀測到的累積失效數目。 

𝑘 模型中所使用的參數個數。 

𝑦̅ 實際觀測的累積失效數據的平均數。 

PE(𝑡𝑖) 在第 𝑖 個時間點的預測誤差(Prediction Errors)， 

Bias 預測誤差的平均數。 

資料來源：本研究整理  
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一、均方誤差 

均方誤差（MSE）可測量模型的預測值與實際觀測值之間的偏差以及參數數

量的影響，Pham 於 2016 年將此方法做為軟體可靠度成長模型的模型評估標準，

其定義如下(Pham, 2016)： 

𝑀𝑆𝐸 =
∑ (𝑦(𝑡𝑖)−𝑚(𝑡𝑖))

2𝑛
𝑖=1

𝑛−𝑘
      (3.39) 

MSE 值愈小，表示模型的配適度誤差愈低，代表模型的配適度愈好。 

二、多元判定係數 

多元判定係數(𝑅2)可用來衡量模型對於真實數據變化的匹配成功程度，Park

與 Baik 於 2015 年將此方法做為軟體可靠度成長模型的模型評估標準，其定義如

下(Park & Baik, 2015)： 

𝑦̅ =
∑ 𝑦(𝑡𝑖)
𝑛
𝑖=1

𝑛
       (3.40) 

𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦(𝑡𝑖)−𝑚(𝑡𝑖))

2𝑛
𝑖=1

∑ (𝑦(𝑡𝑖)−𝑦̅)
2𝑛

𝑖=1

     (3.41) 

𝑅2 的數值介於 0 到 1 之間，愈接近 1 表示模型的預測與實際數據的匹配成

功程度愈高，代表模型的配適度愈好。 

三、絕對誤差之和 

絕對誤差之和(SAE)，它是用來測量模型所預測的失效數量與實際觀測數據

之間的差距，Lee、Chang、Pham 與 Song 於 2018 年將此方法做為軟體可靠度成

長模型的模型評估標準，其定義如下(Lee, Chang, Pham & Song, 2018)： 

𝑆𝐴𝐸 = ∑ |𝑦(𝑡𝑖) − 𝑚(𝑡𝑖)|
𝑛
𝑖=1      (3.42) 

SAE 值愈小，表示模型的預測值與實際數據愈接近，代表模型的配適度愈

好。 
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四、預測相對變量 

預測相對變量(PRV)是預測誤差的標準差，Xu 與 Yao 於 2016 年將此方法做

為軟體可靠度成長模型的模型評估標準，其定義如下(Xu & Yao, 2016)： 

𝑃𝐸(𝑡𝑖) = 𝑦(𝑡𝑖) − 𝑚(𝑡𝑖)     (3.43) 

𝐵𝑖𝑎𝑠 =
∑ 𝑃𝐸(𝑡𝑖)
𝑛
𝑖=1

𝑛
      (3.44) 

𝑃𝑅𝑉 = √
∑ (𝑃𝐸(𝑡𝑖)−𝐵𝑖𝑎𝑠)

2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
     (3.45) 

PRV 值愈低，表示模型預測誤差的標準差愈小，代表模型的配適度愈好。 

五、均方根預測誤差 

均方根預測誤差(RMSPE)是用來測量模型所預測的失效數量與實際觀測數

據之間的接近程度，可利用 Bias 和 PRV 求得，Xu 與 Yao 於 2016 年將此方法做

為軟體可靠度成長模型的模型評估標準，其定義如下(Xu & Yao, 2016)： 

𝑅𝑀𝑆𝑃𝐸 = √𝐵𝑖𝑎𝑠2 + 𝑃𝑅𝑉2     (3.46) 

RMSPE 值愈低，表示模型的預測與實際觀測數據的接近程度愈高，代表模

型的配適度愈好。 

第八節 模型建構 

表 7 模型建構中的變數說明 

𝑚(𝑡) 均值函數：時間 𝑡 時，期望偵測到的錯誤總數 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 未具備學習效果的均值函數 

𝑎(𝑡) 故障內容函數：時間 𝑡 時，軟體累積的總錯誤數 

𝑎 軟體的初始錯誤數(𝑎 > 0) 

𝑏(𝑡) 錯誤偵測率函數：時間 𝑡 時，軟體的錯誤偵測率 

𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 未賦予學習效果的錯誤偵測率函數 

𝑏 錯誤偵測率(0 < 𝑏 ≤ 1) 

𝑐 倍率調整常數(𝑐 > 0) 

α 錯誤產生率(0 < α ≤ 2𝑏)(限制條件制定請參見附錄 1) 

β 曲折因子(β > 0) 

γ 平移調整常數 

資料來源：本研究整理 
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一、問題簡述 

建立軟體可靠度模型期望的是能有效率的預估軟體失效的發生，而在模型之

中，函數的特性對於模型的預測能力有巨大的影響，從文獻探究的過程中可發現，

NHPPSRGMs 的發展脈絡，由一開始的指數型態，發展為 S 型型態，到後來的多

種複合型態和更複雜的函數型態等，此現象啟發了本研究提出導入函數的想法。 

首先，本研究以三角函數(Trigonometric Function)、雙曲函數(Hyperbolic 

Function)、反三角函數 (Inverse Trigonometric Function)與反雙曲函數 (Inverse 

Hyperbolic Function)為目標進行測試，過濾掉趨勢與限制條件不符合的函數後，

最終由剩餘的函數中挑選了反雙曲正弦函數(Inverse Hyperbolic Sine Function, 

arsinh)做為導入模型的重要函數；利用第三章所提之方法將模型建構完畢後，藉

由實際失效資料的測試，進一步分析以及與現有模型比較，判斷本研究所提模型

(Arsinh Model)是否能夠獲得更好的配適度。 

二、模型基本假設 

1. 錯誤偵測的過程符合 NHPP 之形式。 

2. 軟體運行過程中，任何時間下所產生的失效都是由未被偵測到的剩餘故

障所產生。 

3. 故障內容函數為遞增函數，將隨著時間增加而增加。 

4. 故障內容函數的初始值為一隨機變數 𝑎 (𝑎 > 0)。 

5. 在軟體除錯的過程當中，偵測到的錯誤將會被立刻清除，且仍可能會產

生新的錯誤，即不完美除錯。 

6. 錯誤偵測率函數是一個非遞減的 S 型曲線函數，當時間增加，錯誤偵

測率會隨之漸增，可取得軟體測試者的學習過程。 

7. 在測試的過程中，測試團隊起初對軟體並不熟悉，他們並不知道如何正

確除錯，也沒有如何正確除錯的相關知識，但隨著測試時間的增加，他

們將獲得了越來越多關於正確除錯的知識。 
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三、模型建構 

首先，令初始錯誤偵測率函數 𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) = 𝑏，並根據公式(3.11)的假設，帶

進所要導入的函數 𝑔(𝑡) = 𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) 可得到： 

   𝑎(𝑡) = 𝑎 + 𝑐 [𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) +
𝛼

𝑏√(𝛼𝑡+𝛾)2+1
− 𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾) −

𝛼

𝑏√𝛾2+1
] (3.47) 

藉由 𝑎(𝑡)、𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 以及初始值 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(0) = 0 等條件，透過解微分方程

(2.6)可得到 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) 如下： 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡) = (𝑎 − 𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1
) (1 − 𝑒−𝑏𝑡) + 𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) − 𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))  

                 (3.48) 

然後透過公式(3.27)配合賦予學習效果所需的限制條件可得到錯誤偵測率函

數 𝑏(𝑡) 如下： 

𝑏(𝑡) =
𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝑡)

1+(
1−𝑐

𝑐
)𝑒−∫ 𝑏𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙(𝜏)

𝑡
0 𝑑𝜏

=
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
, 𝑤𝑖𝑡ℎ 0 < 𝑐 < 1, 𝛽 > 0  (3.49) 

因此，藉由以上假設與方法建立的故障內容函數及錯誤偵測率函數如下： 

   𝑎(𝑡) = 𝑎 + 𝑐 [𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) +
𝛼

𝑏√(𝛼𝑡+𝛾)2+1
− 𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾) −

𝛼

𝑏√𝛾2+1
] (3.50) 

和 

𝑏(𝑡) =
𝑏

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
      (3.51) 

此時將 𝑎(𝑡)  和 𝑏(𝑡)  以及初始值 𝑚(0) = 0  等條件帶入公式(2.6)求解微

分方程；亦或是利用公式(3.33) 賦予學習效果的模式配合使用公式(4.2)賦予學習

效果，兩方法皆可獲得 Arsinh 模型的均值函數，其均值函數 𝑚(𝑡) 如下： 

        𝑚(𝑡) =

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡
    (3.52) 
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第四章 模型測試與資料分析 

為了評估建立模型的有效性，本研究運用七組實際失效數據，以最小平方估

計法求取模型的各個參數，再以 MSE、𝑅2、SAE、PRV 及 RMSPE 五個標準來評

估模型的配適度。而其他用於比較的現有模型，其參數估計方法同於所提模型，

因此本研究僅列出所提模型的參數估計過程。 

第一節 參數估計 

假設 𝑎、𝑏、c、α、β、γ 是由 𝑛 組數據：{(𝑡0, 𝑚0), (𝑡1, 𝑚1), (𝑡2, 𝑚2), … , (𝑡𝑛, 𝑚𝑛)} 

所決定，其中 𝑚𝑖(𝑖 ∈ {0,1,2,… , 𝑛}) 為時間 (0, 𝑡𝑖) 內偵測到的所有錯誤數目，透

過最小平方估計法，可獲得模型估計函數(Evaluation Function)如下： 

𝑀𝑖𝑛 𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)  

= ∑ (𝑚𝑖 −𝑚(𝑡𝑖))
2𝑛

𝑖=1   

= ∑

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

2

𝑛
𝑖=1      (4.1) 

 透過對方程式中的各個參數進行微分，並令其偏導數(Partial Derivatives)為

零，即可獲得下列方程式： 

𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝑎
  

= −2∑

(

 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

× (
1−𝑒−𝑏𝑡𝑖

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖
) )

 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0  (4.2) 
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𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝑏
  

= −2∑

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

×

(

 
 
 
 
 

𝑡𝑖(𝑎 −
𝑐𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)𝑒−𝑏𝑡𝑖+
𝑐𝛼(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)

𝑏2√(𝛾)2+1

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

+

𝛽𝑡𝑖

(

 (𝑎 −
𝑐𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

)

 

𝑒𝑏𝑡𝑖(1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖)
2

)

 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0 (4.3) 

𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝑐
  

= −2∑

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

×

(

 
 
𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾)+

𝛼(𝑒−𝑏𝑡𝑖− 1)

𝑏√(𝛾)2+1

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0 (4.4) 

𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝛼
  

= −2∑

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

×

(

 
 

𝑐𝑡𝑖

𝑏√(𝛼𝑡𝑖+𝛾)
2
+1

+
𝑐(𝑒−𝑏𝑡𝑖− 1)

𝑏√(𝛾)2+1

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0 (4.5) 
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𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝛽
  

= −2∑

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

×

(

 
 
(𝑎 −

𝑐𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(𝑒−𝑏𝑡𝑖− 1)− 𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

𝑒𝑏𝑡𝑖(1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖)
2

)

 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0 (4.6) 

𝜕𝑀(𝑎、𝑏、𝑐、𝛼、𝛽、𝛾)

𝜕𝛾
  

= −2∑

(

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
𝑚𝑖 −

(𝑎−𝑐
𝛼

𝑏√(𝛾)2+1

)(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)+𝑐(𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡𝑖+𝛾)−𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾))

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

×

(

 
 
𝑐(

1

√(𝛼𝑡𝑖+𝛾)
2
+1

−
1

√(𝛾)2+1

)+
𝑐𝛼𝛾(1−𝑒−𝑏𝑡𝑖)

𝑏(𝛾2+ 1)

3
2

1+𝛽𝑒−𝑏𝑡𝑖

)

 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

𝑛
𝑖=1 = 0  (4.7) 
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第二節 實際失效數據集 

一、資料集 一 

資料源自於(Ohba, 1984b)，根據 Ohba 的測試資料。系統的測試時間為 21 天，

共發現 46 個錯誤，詳細的故障紀錄如表 8 所示。 

表 8 在線資料紀錄軟體測試資料 

天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 

1 2 8 12 15 31 

2 3 9 19 16 37 

3 4 10 21 17 38 

4 5 11 22 18 41 

5 7 12 24 19 42 

6 9 13 26 20 45 

7 11 14 30 21 46 

資料來源：(Ohba, 1984b) 

二、資料集 二 

資料源自於(Musa, 1987)，根據一個即時指揮與控制系統，其數具來源為 Bell 

Laboratories 所開發之軟體。系統的測試時間為 25 小時，共發現 136 個錯誤，詳

細的故障紀錄如表 9 所示。 

表 9 即時指揮與控制系統 

時 累積錯誤數目 時 累積錯誤數目 時 累積錯誤數目 

1 27 10 93 19 128 

2 43 11 97 20 129 

3 54 12 104 21 131 

4 64 13 106 22 132 

5 75 14 111 23 134 

6 83 15 116 24 135 

7 84 16 122 25 136 

8 89 17 122  

9 92 18 127 

資料來源：(Musa, 1987) 
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三、資料集 三 

資料源自於(Wood,1996)，根據 Tandem Computers 的產品收集而來，此軟體

於測試與修正的過程中，共發佈四個階段版本的軟體失效數據，而本研究僅採用

第一階段版本的軟體失效數據。第一個階段版本的系統測試時間為期 20 週，共

發現 100 個錯誤，詳細的故障紀錄如表 10 所示。 

表 10 Tandem Computers 失效數據 

週 累積錯誤數目 週 累積錯誤數目 週 累積錯誤數目 

1 16 8 58 15 96 

2 24 9 69 16 98 

3 27 10 75 17 99 

4 33 11 81 18 100 

5 41 12 86 19 100 

6 49 13 90 20 100 

7 54 14 93  

資料來源：(Wood,1996) 

四、資料集 四 

資料源自於(Jeske & Zhang, 2005)，根據一個無線網路交換中心(Wireless 

Network Switching Center)，其主要服務為配置音頻和傳遞訊息至相關的無線資源

和處理器中。系統生命週期為 13 個月，共發現 115 個錯誤，詳細的故障紀錄如

表 11 所示。 

表 11 無線網路交換中心失效數據 

月 累積錯誤數目 月 累積錯誤數目 月 累積錯誤數目 

1 7 6 51 11 111 

2 10 7 58 12 115 

3 24 8 77 13 115 

4 32 9 94  

5 43 10 100 

資料來源：(Jeske & Zhang, 2005) 
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五、資料集 五 

資料源自於(Tohma, Yamano, Ohba & Jacoby, 1991)一個用於即時控制的應用

程式，此軟體系統是由 870,000 行程式碼所構成(Lyu, 1996)。累計測試時間為 109

天，共發現 535 個錯誤，詳細的故障紀錄如表 12 所示。 

表 12 即時控制的應用程式失效數據 

天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 

1 4 38 287 75 497 

2 4 39 294 76 508 

3 11 40 306 77 509 

4 21 41 318 78 509 

5 34 42 333 79 511 

6 42 43 347 80 513 

7 55 44 354 81 517 

8 59 45 363 82 518 

9 66 46 374 83 518 

10 74 47 379 84 522 

11 75 48 386 85 523 

12 81 49 393 86 524 

13 94 50 407 87 524 

14 101 51 420 88 526 

15 110 52 434 89 526 

16 118 53 445 90 526 

17 123 54 447 91 527 

18 133 55 451 92 528 

19 140 56 455 93 528 

20 151 57 458 94 528 

21 156 58 464 95 528 

22 164 59 470 96 528 

23 177 60 473 97 529 

24 186 61 473 98 529 

25 193 62 473 99 530 

26 200 63 476 100 530 

27 205 64 476 101 530 

28 212 65 480 102 530 

29 218 66 480 103 530 

30 224 67 481 104 532 

31 228 68 483 105 532 

32 240 69 483 106 533 

33 246 70 484 107 533 

34 253 71 486 108 535 

35 261 72 491 109 535 

36 272 73 494 
 

37 278 74 496 

資料來源：(Lyu, 1996)  
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六、資料集 六 

資料源自於(Tohma, Tokunaga, Nagase, & Murata, 1989)一個即時監視與控制

系統，此軟體系統由 200,000 行程式碼組成(Lyu, 1996)。累計測試時間為 111 天，

共發現 481 個錯誤，詳細的故障紀錄如表 13 所示。 

表 13 即時監視與控制系統失效數據 

天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 

1 5 38 324 75 469 

2 10 39 331 76 469 

3 15 40 346 77 470 

4 20 41 367 78 472 

5 26 42 375 79 472 

6 34 43 381 80 472 

7 36 44 401 81 473 

8 43 45 411 82 473 

9 47 46 414 83 473 

10 49 47 417 84 473 

11 80 48 425 85 473 

12 84 49 430 86 473 

13 108 50 431 87 475 

14 157 51 433 88 475 

15 171 52 435 89 475 

16 183 53 437 90 475 

17 191 54 444 91 475 

18 200 55 446 92 475 

19 204 56 446 93 475 

20 211 57 448 94 475 

21 217 58 451 95 475 

22 217 59 453 96 476 

23 230 60 460 97 476 

24 234 61 463 98 476 

25 236 62 463 99 476 

26 240 63 464 100 477 

27 243 64 464 101 477 

28 252 65 465 102 477 

29 254 66 465 103 478 

30 259 67 465 104 478 

31 263 68 466 105 478 

32 264 69 467 106 479 

33 268 70 467 107 479 

34 271 71 467 108 479 

35 277 72 468 109 480 

36 290 73 469 110 480 

37 309 74 469 111 481 

資料來源：(Lyu, 1996)  
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七、資料集 七 

資料源自於(Tohma et al., 1989)一個鐵路聯鎖(Interlocking)系統，此軟體系統

約控制 14,500 個號誌(Lyu, 1996)。累計測試時間為 199 天， 共發現 55 個錯誤，

詳細的故障紀錄如表 14 所示。 

表 14 鐵路聯鎖系統失效數據 

天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 

1 0 38 3 75 20 

2 0 39 3 76 20 

3 0 40 4 77 21 

4 0 41 4 78 21 

5 0 42 4 79 21 

6 0 43 4 80 21 

7 0 44 5 81 21 

8 0 45 5 82 21 

9 0 46 5 83 21 

10 0 47 5 84 21 

11 0 48 5 85 21 

12 0 49 5 86 22 

13 0 50 5 87 24 

14 0 51 5 88 24 

15 2 52 5 89 24 

16 2 53 5 90 25 

17 3 54 5 91 25 

18 3 55 6 92 25 

19 3 56 6 93 25 

20 3 57 9 94 25 

21 3 58 9 95 25 

22 3 59 9 96 27 

23 3 60 11 97 27 

24 3 61 13 98 27 

25 3 62 13 99 27 

26 3 63 15 100 27 

27 3 64 16 101 27 

28 3 65 16 102 27 

29 3 66 16 103 27 

30 3 67 16 104 27 

31 3 68 18 105 28 

32 3 69 20 106 28 

33 3 70 20 107 28 

34 3 71 20 108 28 

35 3 72 20 109 28 

36 3 73 20 110 28 

37 3 74 20 111 28 

資料來源：(Lyu, 1996) 
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續表 14 鐵路聯鎖系統失效數據 

天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 天 累積錯誤數目 

112 29 142 42 172 53 

113 29 143 45 173 53 

114 29 144 46 174 53 

115 30 145 47 175 53 

116 30 146 47 176 53 

117 30 147 48 177 53 

118 30 148 49 178 54 

119 30 149 50 179 54 

120 30 150 50 180 54 

121 30 151 50 181 54 

122 30 152 50 182 54 

123 30 153 50 183 55 

124 30 154 51 184 55 

125 32 155 51 185 55 

126 34 156 51 186 55 

127 34 157 51 187 55 

128 35 158 51 188 55 

129 36 159 51 189 55 

130 36 160 52 190 55 

131 36 161 52 191 55 

132 36 162 53 192 55 

133 37 163 53 193 55 

134 38 164 53 194 55 

135 39 165 53 195 55 

136 39 166 53 196 55 

137 39 167 53 197 55 

138 39 168 53 198 55 

139 39 169 53 199 55 

140 40 170 53 

 141 42 171 53 

資料來源：(Lyu, 1996)  
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第三節 模型比較與測試 

本研究利用七組真實失效數據集進行模型測試，並且利用文獻探討中所舉例

的十個以往學者所提出的模型進行比較，確認模型是否能夠在實際應用的情況下

有效的預估軟體的失效行為。 

其中各模型所使用的參數根據其所提出之論文內文而有不同的定義，本研究

忠實呈現所引用模型的原先變數定義，因此某些變數雖然符號相同，但所代表的

意義卻不同，例如：𝛼 於大多數模型中代表錯誤產生率，但在 P-EID model 中則

代表初始錯誤數。 

一、 資料集一 

表 15 為藉由資料集一(Data_set 1)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 10 至圖 20 為各模型與資料集一的配適度曲線，而圖 21 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 15 資料集一之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 26.2149 0.2948 4.4874 0.5896 8.6329 -9.4518 

G-O model 672.3853 0.0032 — — — — 

DSS model 77.2530 0.0966 — — — — 

ISS model 59.2854 0.1684 — — 8.2782 — 

Y-LID model 9.8759 0.1264 — 0.2860 — — 

Y-EID model 130.1228 0.0128 — 0.0392 — — 

H/D G-O model 675.9995 0.0032 2.9995 — — — 

P-Z model 8.4885 0.1600 51.9257 0.2438 7.0901 — 

P-N-Z model 51.4374 0.1724 — 0.0070 7.3871 — 

P-EID model — 0.1715 7.6477 53.5828 0.0047 — 

Roy model 85.4626 0.0765 — 1.0868 0.0774 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 10 資料集一與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 11 資料集一與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 12 資料集一與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 13 資料集一與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 14 資料集一與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 15 資料集一與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 16 資料集一與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 17 資料集一與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 18 資料集一與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 19 資料集一與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 20 資料集一與 Arsinh Model 之配適度曲線  
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圖 21 資料集一與各模型之配適度曲線比較 
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表 16 各模型於資料集一的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 1.4727 0.9951* 16.9638* 1.0479* 1.0508* 

G-O model 7.6140 0.9679 46.2208 2.6371 2.6870 

DSS model 1.6366 0.9931 21.0269 1.2228 1.2458 

ISS model 1.3947* 0.9944 17.5069 1.1201 1.1204 

Y-LID model 2.0447 0.9918 22.8684 1.3542 1.3564 

Y-EID model 3.0422 0.9879 28.0299 1.6452 1.6542 

H/D G-O model 7.8992 0.9685 46.0231 2.5845 2.6625 

P-Z model 1.5655 0.9944 17.6016 1.1184 1.1191 

P-N-Z model 1.4765 0.9944 17.5795 1.1195 1.1203 

P-EID model 1.4767 0.9944 17.5717 1.1195 1.1197 

Roy model 1.5848 0.9940 19.2528 1.1577 1.1605 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集一的模型評估標準數值如表 16 所示。由表 16 可得知，本研

究所提之模型在資料集一中，除了 MSE 這項指標落後於 ISS Model 之外，其餘

四個指標都表現得優於另外十個模型。 

二、 資料集二 

表 17 為藉由資料集二(Data_set 2)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 22 至圖 32 為各模型與資料集二的配適度曲線，而圖 33 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 17 資料集二之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 89.3622 0.3216 9.4318 0.5176 0.0002 -7.2851 

G-O model 135.8571 0.1388 — — — — 

DSS model 124.6045 0.3573 — — — — 

ISS model 136.0000 0.1400 — — 0.0001 — 

Y-LID model 81.2969 0.3407 — 0.0332 — — 

Y-EID model 89.8551 0.2907 — 0.0208 — — 

H/D G-O model 135.8388 0.1388 1.0000 — — — 

P-Z model 115.7765 0.7295 52.2741 0.0575 0.247 — 

P-N-Z model 128.5965 0.1484 — 0.0034 0.0001 — 

P-EID model — 0.1456 0.0003 125.6327 0.0055 — 

Roy model 113.6527 0.6047 — 1.4835 0.0567 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 22 資料集二與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 23 資料集二與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 24 資料集二與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 25 資料集二與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 26 資料集二與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 27 資料集二與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 28 資料集二與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 29 資料集二與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 30 資料集二與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 31 資料集二與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 32 資料集二與 Arsinh Model 之配適度曲線  
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圖 33 資料集二與各模型之配適度曲線比較 
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表 18 各模型於資料集二的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 2.4063* 0.9980* 25.8878* 1.3798* 1.3802* 

G-O model 33.8114 0.9658 119.1109 5.6235 5.6896 

DSS model 134.5736 0.8641 239.5801 11.1431 11.3479 

ISS model 35.5391 0.9657 118.7548 5.6875 5.7069 

Y-LID model 9.4335 0.9909 60.9045 2.9378 2.9405 

Y-EID model 11.3422 0.9890 66.6980 3.2201 3.2243 

H/D G-O model 35.3379 0.9659 119.1342 5.6206 5.6887 

P-Z model 6.3774 0.9944 45.1648 2.3053 2.3053 

P-N-Z model 32.8109 0.9697 107.8942 5.3136 5.3564 

P-EID model 33.7168 0.9689 98.8205 5.2632 5.4250 

Roy model 6.1242 0.9944 44.6621 2.3149 2.3149 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集二的模型評估標準數值如表 18 所示。由表 18 可得知，本研

究所提之模型在資料集二中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

三、 資料集三 

表 19 為藉由資料集三(Data_set 3)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 34 至圖 44 為各模型與資料集三的配適度曲線，而圖 45 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 19 資料集三之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 46.1487 0.3013 12.1548 0.6026 0.0315 -5.4203 

G-O model 130.2017 0.0832 — — — — 

DSS model 103.9839 0.2654 — — — — 

ISS model 110.8298 0.1721 — — 1.2046 — 

Y-LID model 129.4503 0.0823 — 0.0004 — — 

Y-EID model 135.3125 0.0778 — 0.0001 — — 

H/D G-O model 130.2012 0.0832 0.1094 — — — 

P-Z model 91.2185 0.1683 110.7437 0.0002 1.1111 — 

P-N-Z model 118.7409 0.1220 — 0.0001 0.4377 — 

P-EID model — 0.1616 1.3715 116.7883 0.0004 — 

Roy model 62.2591 0.1689 — 1.8501 0.1688 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 34 資料集三與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 35 資料集三與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 36 資料集三與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 37 資料集三與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 38 資料集三與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 39 資料集三與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 40 資料集三與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 41 資料集三與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 42 資料集三與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 43 資料集三與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 44 資料集三與 Arsinh Model 之配適度曲線  
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圖 45 資料集三與各模型之配適度曲線比較 
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表 20 各模型於資料集三的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 4.0436* 0.9965* 27.4475* 1.7195* 1.7258* 

G-O model 12.9082 0.9857 61.2524 3.4961 3.4969 

DSS model 28.0627 0.9689 63.3548 4.9472 5.1459 

ISS model 10.5639 0.9890 45.1959 3.0432 3.0728 

Y-LID model 14.1817 0.9852 62.9810 3.4903 3.5586 

Y-EID model 14.2139 0.9851 61.1884 3.5656 3.5662 

H/D G-O model 13.6675 0.9857 61.2532 3.4961 3.4969 

P-Z model 12.0299 0.9889 46.2993 3.0516 3.0803 

P-N-Z model 12.6013 0.9876 54.5262 3.2551 3.2574 

P-EID model 16.0810 0.9842 53.7754 3.6517 3.6785 

Roy model 12.2113 0.9880 50.3113 3.1905 3.2059 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集三的模型評估標準數值如表 20 所示。由表 20 可得知，本研

究所提之模型在資料集三中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

四、 資料集四 

表 21 為藉由資料集四(Data_set 4)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 46 至圖 56 為各模型與資料集四的配適度曲線，而圖 57 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 21 資料集四之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 33.7965 0.4308 18.3739 0.8612 1.0796 -6.4941 

G-O model 985.7344 0.0100 — — — — 

DSS model 167.9492 0.1951 — — — — 

ISS model 134.4995 0.3363 — — 8.9528 — 

Y-LID model 10.8048 0.5345 — 0.9556 — — 

Y-EID model 887.4999 0.0098 — 0.0251 — — 

H/D G-O model 709.7818 0.0142 0.0082 — — — 

P-Z model 10.0436 0.3398 123.2304 17.2846 8.9767 — 

P-N-Z model 180.0929 0.2020 — 0.0001 4.6956 — 

P-EID model — 0.1019 0.0024 90.6083 0.0772 — 

Roy model 166.9512 0.1809 — 1.0505 0.1808 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 46 資料集四與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 47 資料集四與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 48 資料集四與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 49 資料集四與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 50 資料集四與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 51 資料集四與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 52 資料集四與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 53 資料集四與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 54 資料集四與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 55 資料集四與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 56 資料集四與 Arsinh Model 之配適度曲線  
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圖 57 資料集四與各模型之配適度曲線比較 
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表 22 各模型於資料集四的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 13.5880* 0.9950* 30.0863* 2.8103* 2.8150* 

G-O model 49.3330 0.9717 77.8187 6.5116 6.7086 

DSS model 20.7414 0.9881 43.2176 4.3404 4.3589 

ISS model 15.3196 0.9920 37.1993 3.5656 3.5724 

Y-LID model 34.8427 0.9819 51.2441 5.3792 5.3877 

Y-EID model 43.9597 0.9771 64.1241 5.9304 6.0432 

H/D G-O model 57.5171 0.9701 79.9147 6.6449 6.9022 

P-Z model 19.2432 0.9920 37.5102 3.5734 3.5811 

P-N-Z model 29.2364 0.9863 43.8296 4.6792 4.6824 

P-EID model 58.4001 0.9726 68.9636 6.5836 6.6155 

Roy model 24.6769 0.9884 42.2255 4.2998 4.3019 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集四的模型評估標準數值如表 22 所示。由表 22 可得知，本研

究所提之模型在資料集四中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

五、 資料集五 

表 23 為藉由資料集五(Data_set 5)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 58 至圖 68 為各模型與資料集五的配適度曲線，而圖 69 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 23 資料集五之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 217.9675 0.1046 54.0728 0.2092 3.2996 -9.1573 

G-O model 728.9229 0.0146 — — — — 

DSS model 565.8381 0.049 — — — — 

ISS model 543.458 0.0595 — — 5.5607 — 

Y-LID model 757.6718 0.0136 — 0.0001 — — 

Y-EID model 744.975 0.0141 — 0.0001 — — 

H/D G-O model 709.7795 0.0153 0.7906 — — — 

P-Z model 537.3851 0.0462 36.8391 0.0476 0.0843 — 

P-N-Z model 570.0121 0.0443 — 0.0001 2.7353 — 

P-EID model — 0.0508 4.4124 567.4406 0.0001 — 

Roy model 501.5451 0.044 — 1.145 0.0457 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 58 資料集五與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 59 資料集五與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 60 資料集五與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 61 資料集五與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 62 資料集五與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 63 資料集五與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 64 資料集五與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 65 資料集五與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 66 資料集五與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 67 資料集五與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 68 資料集五與 Arsinh Model 之配適度曲線 
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圖 69 資料集五與各模型之配適度曲線比較 
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表 24 各模型於資料集五的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 24.8776* 0.9992* 434.9018* 4.8709* 4.8828* 

G-O model 844.2060 0.9726 2805.1470 28.9204 29.4637 

DSS model 226.8948 0.9926 1269.7684 14.9931 15.0256 

ISS model 101.2844 0.9967 831.3997 9.9704 9.9784 

Y-LID model 891.7860 0.9713 2835.2515 29.5850 30.1117 

Y-EID model 886.2884 0.9715 2831.3854 29.4937 30.4270 

H/D G-O model 849.2755 0.9727 2805.0689 28.8712 29.4740 

P-Z model 230.6608 0.9927 1272.5532 14.9036 14.9037 

P-N-Z model 235.5199 0.9925 1326.7351 15.1320 15.7245 

P-EID model 236.3625 0.9925 1392.0515 15.1591 15.1719 

Roy model 247.1717 0.9921 1313.2978 15.5018 15.5155 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集五的模型評估標準數值如表 24 所示。由表 24 可得知，本研

究所提之模型在資料集五中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

六、 資料集六 

表 25 為藉由資料集六(Data_set 6)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 70 至圖 80 為各模型與資料集六的配適度曲線，而圖 81 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 25 資料集六之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 214.1252 0.3371 32.4752 0.6742 67.1776 -26.5778 

G-O model 538.1022 0.0257 — — — — 

DSS model 488.1437 0.0663 — — — — 

ISS model 484.5938 0.0668 — — 3.6476 — 

Y-LID model 575.4006 0.0219 — 0.0001 — — 

Y-EID model 540.025 0.0255 — 0.0001 — — 

H/D G-O model 538.1036 0.0257 0.5395 — — — 

P-Z model 485.6607 0.0639 0.003 0.8618 0.8618 — 

P-N-Z model 494.4492 0.0551 — 0.0001 0.0001 — 

P-EID model — 0.0547 2.1887 493.5845 493.5845 — 

Roy model 457.2334 0.06351 — 1.0727 1.0727 — 

資料來源：本研究整理 
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圖 70 資料集六與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 71 資料集六與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 72 資料集六與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 73 資料集六與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 74 資料集六與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 75 資料集六與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 76 資料集六與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 77 資料集六與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 78 資料集六與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 79 資料集六與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 80 資料集六與 Arsinh Model 之配適度曲線 
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圖 81 資料集六與各模型之配適度曲線比較 
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表 26 各模型於資料集六的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 50.4488* 0.9979* 632.5360* 6.9326* 6.9394* 

G-O model 806.0257 0.9645 2604.8232 27.9770 28.2587 

DSS model 329.7950 0.9855 1438.4582 18.0680 18.0774 

ISS model 296.9680 0.9871 1365.6385 17.0715 17.0753 

Y-LID model 957.0771 0.9583 2896.9815 30.2735 30.6507 

Y-EID model 826.5578 0.9640 2655.5515 27.9003 28.4821 

H/D G-O model 813.4885 0.9645 2604.8310 27.9768 28.2587 

P-Z model 300.8005 0.9871 1364.0031 17.0251 17.0253 

P-N-Z model 365.2281 0.9842 1793.7500 18.9200 18.9431 

P-EID model 359.2478 0.9845 1769.5444 18.6485 18.7880 

Roy model 330.1125 0.9857 1490.7913 17.9193 17.9195 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集六的模型評估標準數值如表 26 所示。由表 26 可得知，本研

究所提之模型在資料集六中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

七、 資料集七 

表 27 為藉由資料集七(Data_set 7)估算出的各個現有模型與本研究所提模型

之參數數值，分別帶入各自的均值函數中，即可得出各模型於各個時間點的預測

累積失效數量。圖 82 至圖 92 為各模型與資料集七的配適度曲線，而圖 93 則是

各模型的配適度曲線比較。 

表 27 資料集七之各模型參數估計數值 

模型\參數 𝑎 𝑏 𝑐 𝛼 𝛽 𝛾 

*Arsinh model 21.1968 0.0923 5.0567 0.1845 258.4779 -25.4851 

G-O model 580.6433 0.0005 — — — — 

DSS model 104.76 0.0097 — — — — 

ISS model 65.2752 0.0243 — — 14.7154 — 

Y-LID model 0.6493 0.0448 — 0.5194 — — 

Y-EID model 77.9908 0.0028 — 0.0054 — — 

H/D G-O model 702.2998 0.0004 0.7998 — — — 

P-Z model 137.6896 0.0067 0.0015 0.0415 2.0822 — 

P-N-Z model 0.88 0.0576 — 0.3732 9.1846 — 

P-EID model — 0.0247 2.1887 64.7023 0.0001 — 

Roy model 72.6735 0.0136 — 1.0051 0.0135 — 

資料來源：本研究整理 



91 
 

 

圖 82 資料集七與 G-O Model 之配適度曲線 

 

圖 83 資料集七與 DSS Model 之配適度曲線 

 

圖 84 資料集七與 ISS Model 之配適度曲線 
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圖 85 資料集七與 Y-LID Model 之配適度曲線 

 

圖 86 資料集七與 Y-EID Model 之配適度曲線 

 

圖 87 資料集七與 H/D G-O Model 之配適度曲線 
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圖 88 資料集七與 P-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 89 資料集七與 P-N-Z Model 之配適度曲線 

 

圖 90 資料集七與 P-EID Model 之配適度曲線 
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圖 91 資料集七與 Roy Model 之配適度曲線 

 

圖 92 資料集七與 Arsinh Model 之配適度曲線 
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圖 93 資料集七與各模型之配適度曲線比較 
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表 28 各模型於資料集七的比較結果 

模型\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

*Arsinh model 1.5852* 0.9960* 189.1278* 1.2430* 1.2507* 

G-O model 22.7288 0.9410 771.5624 4.7554 4.8464 

DSS model 6.8824 0.9821 426.0718 2.6168 2.6219 

ISS model 6.5414 0.9831 426.5769 2.5447 2.5489 

Y-LID model 9.0854 0.9765 460.6111 2.9989 3.0317 

Y-EID model 13.9115 0.9641 580.1101 3.7109 3.7309 

H/D G-O model 24.5566 0.9366 783.5462 4.9304 4.9346 

P-Z model 7.8521 0.9799 440.4152 2.7737 2.7751 

P-N-Z model 6.9025 0.9823 412.5678 2.6073 2.6078 

P-EID model 6.8052 0.9825 438.1826 2.5888 2.6285 

Roy model 11.3403 0.9709 540.0378 3.3419 3.3840 

資料來源：本研究整理 

各模型於資料集七的模型評估標準數值如表 28 所示。由表 28 可得知，本研

究所提之模型在資料集七中，五項評估指標皆優於另外十個模型。 

第四節 小結 

表 29 本研究所提模型於各組數據之評估標準綜合表現排名表 

資料集\評估標準 MSE 𝑅2 SAE PRV RMSPE 

資料集一 2 1 1 1 1 

資料集二 1 1 1 1 1 

資料集三 1 1 1 1 1 

資料集四 1 1 1 1 1 

資料集五 1 1 1 1 1 

資料集六 1 1 1 1 1 

資料集七 1 1 1 1 1 

資料來源：本研究整理 

透過以上分析與比較，可發現本研究所提之模型於七組實際資料的測試中，

皆得到良好的配適度曲線，表示研究所提之模型能夠預測軟體的實際失效行為；

而在評估標準方面，本研究所提之模型與另外十個現有模型的比較，除了資料集

一的 MSE 指標表現不如 ISS Model 之外，其餘四項指標於七組測試資料中皆表

現得優於另外十個模型，而在資料集二至資料集七剩餘六組數據集之中，本研究

所提之模型的 MSE 指標也都是優於各個模型的，因此，本研究推論所提之模型

於大部分情況下擁有比另外十個模型更加準確的預測能力。 
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而本研究挑選的前四組實際資料特意選擇了的時間間隔分別為小時、天、週

和月的資料，用以驗證本研究所提之模型能夠穩定的於各種不同的時間間隔內進

行有效的預測；而後三組實際資料則為記錄數量較多筆的失效資料(皆超過 100

筆數據)，以驗證本研究所提之模型能夠準確的在較大尺度的資料量下進行有效

的預測；經過資料的分析以及模型的比較，證實本研究所提之模型在面對長時間

與大尺度實際數據時，仍保有良好的預測能力；因此，就整體而言，本研究認為

所提之模型能夠於大部份情境下有效的預測軟體失效的發生。 

其中特別值得注意的是第六組與第七組失效數據的分析結果，此二組資料具

有兩次的上升趨勢變化，而本研究所提之模型仍能預測其趨勢，證明該模型有能

力預測趨勢變化較為複雜的實際資料。 

而關於資料集一中，MSE 指標的表現略遜於 ISS Model 的原因，本研究認為

其主因是因為參數使用的數量，本研究所提之模型參數數量有六項，而 ISS Model

只有三項，但由 SAE 可得知，本研究所提之模型預估的絕對誤差並沒有明顯小

於 ISS Model，導致 MSE 指標於資料集一中判定 ISS Model 優於本研究所提之模

型；此情況非常值得反思，建構模型之初，為期望模型更加符合真實情況而加入

許多參數，但反而造成模型不易操控，而且在某些情況下的表現並不如預期。雖

然本研究所提之模型於其他指標的表現仍優於 ISS Model，但若是遇到較為簡單

的情境，如：「接近完美除錯」…等，或許選擇 ISS Model 可迅速解決問題。  
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第五章 結論與建議 

在這軟體廣泛應用的時代，軟體可靠度受到的重視格外突出，時至今日，軟

體可靠度仍是學界致力研究的重要項目；過去數十年，許多學者為軟體可靠度領

域的研究做出卓越的貢獻，而本研究藉由以往學者們所提出的理論基礎，研發並

建構新的軟體可靠度成長模型，期望藉此提高軟體的可靠度，並對學術做出貢獻。

透過本研究的分析與比較，總結歸納以下結論與建議。 

第一節 結論 

本研究以非齊次卜瓦松過程做為基礎，建立了一個考慮錯誤生成、除錯對於

錯誤生成的抑制效果、錯誤偵測的學習效果與反雙曲正弦函數特性的不完美除錯

軟體可靠度成長模型。並嘗試建構除錯對於錯誤生成有所抑制效果的表示方法模

型；與對於錯誤偵測的學習效果分析及賦予其學習效果的方法。透過七組真實失

效數據集進行驗證，並與十個過去學者所提出的模型進行比較與分析，結果顯示，

本研究所提之模型對實際的失效情況具有良好的預測能力，並且於大部分情況下，

本研究所提之模的預測能力優於比較的十個模型。因此，本研究推論，所提之模

型具備有效預測失效的能力，也確認，所提的兩個特性能夠有效的提升模型的預

測能力，故本研究認為考慮學習效果、除錯對於錯誤生成的抑制效果以及良好的

趨勢函數能夠有效的建立出軟體可靠度成長模型。 

第二節 研究限制 

本研究考量研究時間、使用方法以及數據…等各類因素後，進行彙整及分析，

並列出以下幾點研究限制： 

1. 本研究對於不完美除錯的假設，僅考慮錯誤生成；因此，並未深入探討

錯誤的排除與錯誤產生之間的關係。 

2. 本研究對於除錯與錯誤生成之間的關係僅定義為除錯將抑制錯誤生成，

也許除錯與錯誤生成之間的關係存在其他運作模式。 

3. 本研究中，函數導入方法為本研究根據基本公式進行推論與假設後所提

出，或許除此方法之外，仍存在其他方法可以使得模型具有豐富的函數
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特性。 

4. 本研究對於錯誤偵測率的學習效果假設為 S型遞增，可能存在其他模式

能夠描述學習效果。 

5. 本研究基於測試時間，測試範圍僅以七組實際資料進行比較；因此，在

其他資料上的預測狀況不見得每次都能優於其他模型。 

6. 本研究基於測試時間，測試結果僅與十組較為常見的現有基本模型進行

比較；因此，不能保證每次預測的結果皆優於現行存在之所有模型。 

第三節 建議 

藉由分析結論與研究限制，本研究提出以下幾點建議，給予未來研究做為參

考： 

1. 由於本研究在不完美除錯的考慮中僅考量錯誤生成，但未考慮錯誤的排

除；因此，對於未來研究中，或許能夠加入考慮不完美故障排除或是排

除延遲的情況。 

2. 關於錯誤產生率方面，許多研究將錯誤產生率定義為常數，在未來研究

中，或許可以考慮將錯誤產生率定義為一個隨時間而產生變化的函數，

或許能更有效的描述錯誤的生成過程。 

3. 關於除錯與錯誤生成的相互關係，本研究僅假設除錯對於錯誤生成有所

抑制；或許未來可以更深入的研究錯誤的排除以及學習效果對於錯誤生

成的影響，並對其進行詳細的分析。 

4. 關於函數選擇，本研究選擇導入不收斂的反雙曲正弦函數，起初是考量

了現實中，錯誤難以完全排除，以及期望可以描述模糊學習(Fuzzy 

Learning)效果等因素，但最終模型並未能夠明顯區分所考慮的因素造成

的影響。而未被選中的函數中，也許選取反正切函數(Inverse Tangent 

Function, arctan)或是某些鐘形(Bell Shaped)函數的積分如：累積分布函

數(Cumulative Distribution Function)…等，做為導入的函數，可能會有不

錯的預測效果。 
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5. 關於錯誤偵測的學習效果，本研究賦予學習效果僅嘗試了初始偵測率為

常數的情況，並做為限制條件，但事實上還有許多函數帶入賦予學習效

果的公式後，同樣具備 S 形遞增的特性，因此，於未來研究中，或許能

夠尋找更能完整描述學習效果的函數，來提升模型的預測力。 

6. 若時間允許，或許能夠進行更多組的失效數據測試，與更多不同模型進

行比較，以準確評估模型的預測能力。 
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附錄 

附錄一：故障內容函數之限制條件推導過程 

由假設以及導入的函數所得到故障內容函數 𝑎(𝑡)，此函數屬於累積遞增函

數，因此必須滿足微分恆大於 0的限制條件，此限制條件整理過程如下： 

𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
≥ 0 , 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑛𝑦 𝑡 ∈ ℕ 

𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
= (𝑎 + 𝑐 [𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) +

𝛼

𝑏√(𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1
− 𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛾) −

𝛼

𝑏√𝛾2 + 1
])

′

 

= 𝑐 [𝑎𝑟𝑠𝑖𝑛ℎ(𝛼𝑡 + 𝛾) +
𝛼

𝑏√(𝛼𝑡+𝛾)2+1
]
′

  

= 𝑐𝛼((𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1)−
1

2 −
𝑐𝛼2

𝑏
(𝛼𝑡 + 𝛾)((𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1)−

3

2 ≥ 0  

→ [𝑐𝛼((𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1)−
1

2 −
𝑐𝛼2

𝑏
(𝛼𝑡 + 𝛾)((𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1)−

3

2] ×
𝑏((𝛼𝑡+𝛾)2+1)

3
2

𝑐𝛼
≥ 0 ×

𝑏((𝛼𝑡+𝛾)2+1)
3
2

𝑐𝛼
  

→ 𝑏((𝛼𝑡 + 𝛾)2 + 1) − 𝛼(𝛼𝑡 + 𝛾) = 𝑏(𝛼𝑡 + 𝛾)2 − 𝛼(𝛼𝑡 + 𝛾) + 𝑏 ≥ 0  

為保持 
𝑑𝑎(𝑡)

𝑑𝑡
 處處大於 0，以上方程式必須為恆正，因此它的判別式必須小

於等於 0，經整理後公式如下： 

𝛼2 − 4𝑏2 ≤ 0 

→ 𝛼2 ≤ 4𝑏2 

→ −2𝑏 ≤ 𝛼 ≤ 2𝑏 

 由於 𝛼 必須大於 0，因此限制條件修正為 0 < 𝛼 ≤ 2𝑏。 


